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Questdo 1

a) A seguir vemos 0 que acontece quando comegamos com 3 no visor e apertamos as teclas na ordem BBAB:
3—253+3=6—>56+3=9—259°=81—"-581+3=84.
Logo o numero que vai aparecer no visor é 84,

b) Uma maneira € apertar as teclas na ordem BBABB, como vemos a seguir:
1—8 48 ,7 A y49_B ,52_ B ;55
Outra maneira é apertar a tecla B dezoito vezes seguidas; ainda outra é BA seguida de treze B'’s.

c) 12 solucéo: Se o nimero que aparece no visor apos apertar as teclas A e B algumas vezes ndo é um quadrado
perfeito, a Ultima tecla apertada foi necessariamente a tecla B. Desse modo, se 0 54 aparece no visor, podemos re-
construir parcialmente a sequéncia das teclas apertadas até chegar a 54:
36—2 >392 5428 ,45 B ,48 B ,51 B 54
Chegamos a 36, que é um quadrado perfeito. Aqui temos as possibilidades
0— 532562536

e

9—2 5128 4,158 ,18—8 4,218 324 B 4,27 B 3302 33 B 336.

Como 9 é um quadrado perfeito, essa Ultima sequéncia nos da também duas possibilidades, a saber,
0—-53— 25629

e

0—2->53—259.
Vemos assim que é possivel chegar a 54 a partir de 0 e 3, mas ndo a partir de 2.

22 solugdo: Se um ndmero inteiro x ndo € multiplo de 3 entéo:
0 x+3 ndo é multiplo de 3. De fato, se x +3 fosse multiplo de 3, poderiamos escrever x +3 =3y para al-

gum inteiroy e entdo x =3y —3 =3(y —1) seria multiplo de 3, absurdo.

o x? ndo é maltiplo de 3. De fato, os fatores primos de x e x?> sd0 0os mesmos; assim, se 3 ndo é fator pri-
mo de x entdo também n&o sera fator primo de x?.
Assim, comecando com um ndmero que ndo é multiplo de 3 no visor, ndo é possivel chegar a um multiplo de 3 aper-
tando as teclas A e B. Como 2 ndo é mdltiplo de 3 e 54 =3x18 € multiplo de 3, concluimos que ndo se pode chegar
a 54 a partir do 2.

32 solugdo: Vamos tentar chegar a 54 a partir do 2. Como 54 — 2 =52 nao € mdltiplo de 3, vemos que ndo € possivel

usar apenas a tecla B, ou seja, a tecla A deve ser usada pelo menos uma vez. Por outro lado, como 82=64>54,a
tecla A s6 pode ser usada em nimeros menores ou iguais a 7. Os nameros obtidos a partir do 2 que sdo menores ou

iguaisa 7sd02, 4=22, 5=2+3 e 7= 2% +3; seus quadrados séo 4,16, 25 e 49. A partir de 16, 25 e 49 nao po-
demos usar a tecla A outra vez, e como nenhum desses ndmeros difere de 54 por um multiplo de 3, vemos que a
partir deles ndo é possivel chegar a 54; 0 mesmo argumento se aplica ao 4 e a seu quadrado 16. Logo nao € possi-
vel obter 54 a partir do 2.

42 solugdo: Notamos primeiro que comecando do 2 e apertando apenas duas teclas quaisquer, o maior resultado
possivel é 24 (sequéncia BA), ou seja, ndo se chega ao 54. Vamos agora ver 0 que acontece quando o 2 esta no
visor e apertamos trés teclas.

Seqiiéncia de teclas | Resultado
AAA 256
AAB 19
ABA 49
BAA 125
ABB 10
BAB 28
BBA 64
BBB 11
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Podemos eliminar as sequiéncias AAA, BAA e BBA de nossas consideracdes, pois elas levam a resultados maiores
gue 54. Para chegar ao 54 a partir dos resultados das outras seqiiéncias, ndo podemos usar a tecla A, pois iSso nos
daria resultados maiores que 54. Por outro lado, a diferenca entre 54 e qualquer dos nimeros 19, 49, 10, 28 e 11 nao
€ um multiplo de 3, ou seja, também n&o podemos chegar ao 54 a partir desses nimeros apenas com a tecla B. Logo
n&o é possivel chegar ao 54 a partir do 2.

52 solugdo: Se um numero x ndo é multiplo de 3 entdo x + 3 ndo é multiplo de 3. O quadrado de x também nao é
multiplo de 3, pois os fatores primos de x* sdo os mesmos de x. Dai, como 2 n&o é mdltiplo de 3, usando as teclas A
e B sucessivas vezes 0 nimero do visor nunca sera multiplo de 3. Como 54 = 3x18 é mdltiplo de 3, segue-se que
nao é possivel obté-lo a partir do 2, usando apenas as teclas A e B.

Questdo 2

a) Somar as somas das linhas é o mesmo que somar todos os nimeros no quadrado; assim, a soma das somas das
linhas é 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45. O mesmo se pode dizer da soma das somas das colunas, e concluimos
que a soma de todas as somas é 2x45=90. Logo a soma que esta faltando &
90-(9+13+14+17+18)=90-71=19.

b) 12 solucdo: Se todas as somas fossem pares, as somas das trés linhas seriam pares e sua soma seria par. Mas
isso é impossivel pois, como vimos acima, a soma das somas das trés linhas é 45, que € um nimero impar.

22 solucao: Ao distribuir os nimeros no quadrado, uma linha pode ter no maximo trés nimeros impares. Por outro
lado, ha cinco niumeros impares de 1 a 9, a saber, 1,3,5,7 e 9. As maneiras de escrever 5 como soma de inteiros
menores ou iguais a 3 sdo 5=2+3=1+1+3=1+2+2. Como em qualquer dessas somas aparecem as parcelas 1
ou 3, concluimos que pelo menos uma linha de um quadrado preenchido contera um ou trés nimeros impares, sendo
0s restantes pares. Em qualquer caso, obtemos uma linha cuja soma € impar.

¢) Vamos estender um pouco essa solugédo para determinar ndo apenas um, mas todos os quadrados que tém as
somas dadas. Antes de comecar, notamos que trocar a ordem de duas linhas (ou de duas colunas) ndo altera as
somas de um quadrado.

O seis numeros do resultado final devem ser separados em dois grupos de trés nimeros cada, cujas somas
sejam iguais a 45. No primeiro grupo, cada nimero é a soma de uma linha e, no outro, a soma de cada coluna. De
acordo com o item anterior, cada grupo deve conter um nimero impar; logo 7 e 13 devem ficar em conjuntos diferen-
tes. Segue imediatamente que a Unica possibilidade é separar as somas nos grupos 7,16, 22 e 13,14,18; podemos
entao supor que as somas das linhas séo 7,16,22 e as somas das colunas sdo 13,14,18.

Como a Unica maneira de obter a soma 7 é 1+2+4 =7, podemos comecar a preenchero | 1|2 4|7
qguadrado como a direita. Suponhamos que a soma da segunda linha seja 22; as Unicas possibilidades
paraasoma22sdo 5+8+9=22 e 6+7+9=22, que vamos considerar separadamente.

11212 Suponhamos primeiro que na segunda linha aparecem os nimeros 5, 8 e 9. Aqui 0 5 nado

7
g8 | 22 pode aparecer na coluna do 4, pois 4+5 =9 e para obter uma das somas 13, 14 ou 18 nessa co-

6 luna o terceiro nimero deveria ser 4, 5 ou 9, respectivamente, o que ndo pode acontecer pois 0 4 ja

18 foi usado enquanto que 5 e 9 aparecem na segunda linha; argumento analogo mostra que o 9 tam-

bém ndo pode aparecer na coluna do 4, ou seja, 0 8 aparece abaixo do 4. Como 4 +8 =12 e tanto

0 1 como o 2 ja foram usados, a soma dessa coluna ndo pode ser 13 ou 14; logo a soma é 18. Podemos agora com-
pletar o quadrado das seguintes maneiras:

112 4|7 112 4|7

5191|822 915|822

713 ]6 |16 31716 |16
13 14 18 13 14 18
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Deixamos para o(a) leitor(a) mostrar que, quando na segunda linha aparecem os nimeros 6, 7 e 9, as possibilidades
séo

112 4|7 112 4|7 112 4|7 112 4|7

71916 |22 916 |7 |22 9 | 716 |22 9 |7 16|22

5|13 ]8]16 815|316 315|816 815|316
13 14 18 18 13 14 13 14 18 18 13 14

Desse modo, existem apenas seis quadrados com as somas do enunciado, a menos de troca de posicdo de linhas ,
(troca de posicao de colunas e troca das linhas pelas colunas.

Questéo 3
a) 12 solucdo: Na figura ao lado temos XS =0,2 e queremos achar CR. Notamos que os angulos v B
indicados na figura com vértices em C e X séo iguais, pois sdo determinados pelas paralelas CR e
XS e pela transversal XY. Logo os tridngulos retangulos ARC e ASX sdo semelhantes e temos X0 R
CR _AC
XS AX
ou seja,
CR=XSx£=O,2xE=O,1. s
AX 1
Podemos também argumentar como segue. A razdo de semelhanca entre os °

A .. AC 0,5 ~
triangulos ARC e ASX é igual a ™ :T =0,5; como os segmentos CR e XS sao corresponden-
X

tes, segue que o comprimento de CR é a metade do comprimento de AX, ou seja, € igual a 0,1m.

22 solucdo: Denotemos por & o angulo DAX , como na figura a esquerda. Como DAX e BAY sdo
opostos pelos vértices, temos também BAY =« . Nos tridngulos retangulos ASX e ARC, temos

XS = AXsena = 2sena € CR = AC-sena =sena . Logo CR :%XS =0,1m.

b) 12 solugdo: Como AC =BC =YC os triangulos ACB e BCY s&o isosceles;
podemos entdo marcar os angulos ¢ e B como na figura a direita. A soma dos

angulos do triangulo ABY é 2a +25 =180 "; donde o+ f=90". Logo BY é per-

pendicular ao trilho BD, ou seja, BY € horizontal qualquer que seja a posi¢éo de
Y.

22 solugdo: Como AC =BC =YC, podemos tragar um circulo com centro C e
passando por A, B e Y, como na figura a esquerda. Como os pontos A, C e Y

D

estdo alinhados, o segmento AY é um diametro desse circulo. Logo o angulo ABY esta inscrito no
semicirculo, donde sua medida é 90°; com antes, segue que BY é horizontal qualquer que seja a
posicdo de Y.

c) Na figura a direita, queremos calcular DT quando XT =0,4. Para isso, notamos primeiro que,
guando a porta se fecha, XY coincide com BD; logo

BD = XY =XA+AC+CY =1+0,5+0,5=2.
Como DSTX € um retangulo, temos SD = XT =0,4 e segue que BS=BD-SD=2-0,4=16. Por
outro lado, os tridngulos ASX e ABY sdo congruentes; de fato, eles sdo ambos retangulos, seus
angulos em X e Y sé&o iguais (como no item a)) e AX =AY . Logo AS = AB e como BS =16 se-
gue que AS =0,8. O teorema de Pitdgoras nos diz entdo que

SX =+AX? - AS? =,/1-0,64 =,/0,36 = 0,6

e concluimos que DT =0,6 m.




(UNTT7  6* OLIMPIADA BRASILEIRA OBMEP 2010 A

205 D Bloke riaions Solugdes da prova da 22 Fase
1’1 ~osmepzom0 Nivel 3
Somando roves talentes para o Brasl
Questéo 4

a) A figura abaixo mostra que a sequéncia de seis movimentos (¢,<—,T,<—,~L,—>) termina o jogo a partir da posicao
inicial dada.

QOO [ =010 [OL O] OeO LY e | O |@
'@ [O@O] [O®@O] 1O -0 OO [OOI0] [OOJO
OO0 OO0 OO0 OO0 [OOIO] [OOO] [OIOO

b) A figura abaixo mostra que a sequéncia de quatro movimentos (T,<—,¢,—>) transforma a posicéo inicial dada na
posicao inicial do item a), a partir da qual € possivel terminar o jogo em seis movimentos.

OO OO0 101010 OO0 [OIOIO
OO @O0 1@V @10 | @O
@00 10 OO IO OIOIO

Assim, podemos terminar o jogo num total de 4 + 6 =10 movimentos.

c) A idéia é fazer a peca preta se mover ao longo da diagonal do tabuleiro. Isso pode ser feito uma casa de cada vez
usando primeiro 0s movimentos do exemplo do enunciado seguidos da repeticdo dos movimentos do item a). llus-
tramos isso abaixo em um tabuleiro 4x4 .

QOO0 QP00 QOO QIO
OOOO enunciado OO O item a) O O item a) OOO
QO @O0 OIO00 OIO0
OIOO QIOOIO QIOOIO OO0

Em geral, em um tabuleiro nxn a peca preta vai subir n—1 casas na diagonal; pelo método indicado, pode-se subir
a primeira delas em 4 movimentos e cada uma das n—2 restantes em 6 movimentos cada uma. Logo pode-se aca-
bar o jogo em 4+ 6(n—2) =6n-8 movimentos.

O00®

Questédo 5

a) Para André ganhar o livro ele deve retirar a bola preta. Como a caixa contém quatro bolas das quais apenas uma é

. . 1 N ~ :
preta, a probabilidade de ele retirar a bola preta é T Outra solugdo aparece na 22 solu¢éo do item b).

b) 12 solugdo: Para Dalva ganhar o livro, André, Bianca e Carlos devem retirar bolas brancas. Como inicialmente a
caixa contém 3 bolas brancas, a probabilidade de André retirar uma bola branca é 7 Supondo que André tire uma
bola branca, sobrardo na caixa 2 bolas brancas e 1 preta; assim, a probabilidade de Bianca tirar uma bola branca é

. Do mesmo modo, se André e Bianca tirarem bolas brancas, a probabilidade de Carlos tirar uma bola branca sera

N W|N

. . . . . ., 3 2 1 1 . o
. Assim, a probabilidade de André, Carlos e Bianca tirarem bolas brancas é ZXEXE = 7 gue é a probabilidade
de Dalva ganhar o livro. Raciocinio semelhante mostra que a probabilidade de qualquer um dos amigos ganhar o livro
1 . L . ~ . A
é 7 ou seja, 0 sorteio € justo e a ordem em gque eles retiram as bolas ndo tem importancia. Para entender melhor

isso, vejamos outra solugéo.
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22 solug&o: Mantendo as regras do sorteio, vamos pintar uma bola branca de azul e outra de vermelho; temos entéo
guatro bolas diferentes na caixa. O nUmero de sorteios possiveis passa a ser 4x3x2x1= 24 ; desses, Dalva ganha
o livro quando André, Bianca e Carlos ficam com as bolas branca, azul e vermelha, o que pode acontecer de

. . . . , 6 1 o .
3x2x1=6 maneiras diferentes. Logo a probabilidade de Dalva ganhar o livro é 24 = i Esse raciocinio se aplica a

qualquer um dos amigos, justificando assim o comentario anterior sobre a justica do sorteio.

c¢) 12 solucdo: André pode ganhar o livro de duas maneiras, a saber, quando a primeira bola retirada for preta ou en-

tdo quando as quatro primeiras bolas retiradas forem brancas e a quinta preta. A probabilidade no primeiro caso é
2 1 ., 6 5 4 3 2 3 . . .1 3 5
— == enosegundo &€ —x—=x—x—x—=—_. Assim, a probabilidade procurada é —+—=—.
8 4 8 7 6 5 4 28 4 28 14

~ . , . o . : 1
22 solucdo: A probabilidade de que André ganhe o livro na primeira rodada, como visto acima, é e Para calcular a

probabilidade de que ele ganhe o livro na segunda rodada, vamos calcular os casos possiveis e 0os casos favoraveis.
As primeiras cinco bolas podem ser sorteadas de 8x7x6x5x4 maneiras. Para que André ganhe o livro na quinta
bola, as quatro primeiras bolas devem ser brancas e a quinta preta, o que pode ocorrer de 6x5x 4 x 3 x 2 maneiras.
- , . . , 6x5x4%x3x2 3 . .
Logo, a probabilidade de que André ganhe o livro na quinta bola sorteada é DXOXAXINE _ 2 Assim, a probabili-
8x7x6x5x4 28
1 5
dade procurada é —+—=—.
4 28 14

d) 12 solucao: Dalva s6 vai ganhar o livro no caso em que as trés primeiras bolas sorteadas sejam brancas e a quarta
preta; de fato, se as quatro primeiras bolas sorteadas forem brancas, sobrardo na caixa duas brancas e duas pretas e

uma bola preta serd retirada antes que chegue sua vez. Assim, a probabilidade de que Dalva ganhe o livro é
gxgx%xg = % = 7S Fica como exercicio mostrar que as probabilidades de Bianca e Carlos ganharem o livro séo,

. 4 3 e . ~
respectivamente, — e — . O André foi bem esperto em propor esse novo sorteio! (observacéo: escrevemos todas

as probabilidades como fragbes com o mesmo denominador para compara-las mais rapidamente e também para
facilitar a verificacdo de que a soma de todas é igual a 1.)

22 Solucgéo: Dalva s6 pode ganhar o livro no caso em que as trés primeiras bolas sorteadas sejam brancas e a quarta
preta. As quatro primeiras bolas podem ser sorteadas de 8 x 7 x 6 x 5 modos. Para que Dalva ganhe o livro, as trés
primeiras devem ser brancas e a quarta preta, o que pode ocorrer de 6x5x4x2 modos. Logo, a probabilidade de
6x5x4%x2 1

gue Dalvaganhe o livioé ——— ==
8x7x6x5 7
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Questdo 6
distancia
ao ponto A

Vamos denotar a distancia da formiguinha a A e B no instante t por A(t) e B(t),
respectivamente, como a esquerda. No grafico abaixo, o ponto mostra que A(3)=1
g s e 0 ponto Q mostra que B(8)=3.
ao ponto B

At) gt S

6] distancia
ao ponto A

B(t)geee .’ o
'3 a) Os pontos R e S, onde os graficos se

cruzam, correspondem aos instantes t s|
nos quais A(t) =B(t), ou seja, quando a 4
formiguinha se encontrava & mesma distancia dos pontos A e B. Em R te-
most=2 e A(2)=B(2)=2;em Stemos t =5 e A(5)=B(5)=3.

[Ny ",

distancia
P ao ponto B
b) Os pontos T e U mostram que B(0)=0 e A(0)=4, ou seja,em t=0a '{ .7
formiguinha se encontrava sobre B e a distancia 4 de A. Logo a distancia _og-”
entre AeB é 4.

¢) Quando a formiguinha F estava na reta que passa por A e B, uma das trés possibilidades a seguir deve ter ocorri-
do:

A F O BM g

1. Festavaentre A e B, ou seja, A(t)+B(t)=4 A=: : - .
' 4
, F . Al A 4 B
2. A estavaentre F e B, ou seja, B(t)-A(t) =4 - —o .
B(t)
A - 4 B_ B _ g
3. Bestavaentre A e F, ou seja, A(t)-B(t)=4 . . —*
A(t)

No grafico vemos que a primeira possibilidade ocorreu no intervalo de tempo entre t =0 e t = 3 ; a segunda possibili-
dade ndo ocorreu e a terceira ocorreu apenas no instante t =9 .

d) Como vimos no item anterior, de t =0 até t =3 a formiguinha partiu
de B e se moveu ao longo do segmento AB. Nesse trajeto A(t) de-

cresce, ou seja, a formiguinha se aproximou de A até chegar a um pon-
to que dista 1 de A e 3de B. Entre t =3 e t=9 o grafico mostra que

B(t) = constante =3, ou seja, a formiguinha andou ao longo de um
arco de circulo de centro B e raio 3. Finalmente, em t =9 a formigui- ___‘_".,.’./.____
nha voltou a reta AB, dessa vez em um ponto que dista 7 de A e 3 de t=3 t=2 t=0 t=9

B. Na figura ilustramos esse trajeto, com as posi¢des da formiguinha
em instantes especiais. Assim, a formiguinha percorreu um segmento de comprimento 3 seguido de um semicirculo
de raio 3; o comprimento desse trajeto é 3+3r .



