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Problema 1

a) Como 350 gramas =3,5x100 gramas e 350 <600, quem come 350 gramas paga
3,5%1,50 = 5,25 reais = 5 reais e 25 centavos. Por outro lado,
temos 720 gramas =7,2x100 gramas . Como 720 > 600, segue que quem come
720 gramas paga 7,2x1,00 = 7,20 reais = 7 reais e 20 centavos.

b) Como Raimundo comeu 250 gramas a mais que Macabéa e ambos pagaram a
mesma quantia, concluimos que Raimundo pagou menos por grama de comida do
que Macabéa. Logo Raimundo comeu mais de 600 gramas e Macabéa comeu no
maximo 600 gramas. Vamos chamar de » € m o peso, em gramas, da comida que
Raimundo e Macabéa consumiram, respectivamente. Entdo Raimundo pagou

L %1,00=0,01r reais
100

e Macabéa pagou

LI 1,50=10,015m reais.
100

Como ambos pagaram a mesma quantia temos 0,017 = 0,015m, e o enunciado
nos diz que » =m+250. Logo temos o sistema

0,01»=0,015m
r=m+250.

donde tiramos
0,015m=0,01x(m+250)=0,01lm+2,5,

e segue que 0,005m = 2,5, ou seja, m =500 gramas. Segue que » =m+250="750
gramas.

Para saber quanto eles pagaram, basta calcular, por exemplo, quanto Macabéa
pagou: ela comeu 500 gramas, logo pagou 500x1,50 = 7,50reais, tendo
Raimundo pago a mesma quantia.

¢) Chamando de p(x) o preco pago por quem come x gramas de comida, temos

3 0,15x sex <600
PLI=10.01x sex > 600

Logo, o grafico ¢ formado por duas semi-retas, uma passando pelos pontos (0, 9)
e (600, 9) e a outra pelos pontos (600, 6) e (1000, 10), ndo incluindo o ponto
(600, 6). Macabéa comeu x =500 gramas e pagou 7,50 reais, o que esta



representado no grafico pelo ponto (500, 7,50). Raimundo comeu 750 gramas ¢

pagou o mesmo que Macabéa, o que esté representado pelo ponto (750, 7,50).
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Problema 2

a) Uma volta completa em torno da pista tem a extensdo de 1+2+6+4 =13 km.
Por isso, para percorrer 14 km precisamos dar uma volta completa e percorrer
mais 1 km. A unica forma de percorrer 1 km, respeitando-se o sentido da corrida,
¢ comecando em A e terminando em B. Portanto a corrida deve comegar em A,
dar 1 volta completa e terminar em B.

b) Como 100=7x134+9, uma corrida de 100 km corresponde a dar 7 voltas
completas na pista e percorrer mais 9 km. A tnica forma de percorrer 9 km,
respeitando-se o sentido da corrida, € comecando em A e terminando em D.
Portanto a corrida deve comegar em A, dar 7 voltas completas e terminar em D.

¢) Como sugerido nos itens acima, a solug¢do do problema esta baseada na idéia de
dar tantas voltas completas sem exceder o comprimento da corrida e depois
localizar estagdes convenientes para percorrer “o que falta”. Do ponto de vista
matematico, o que acabamos de falar é a expressao do algoritmo de divisdo
euclidiana de nimeros inteiros, no caso com divisor igual a 13. Em outras
palavras, temos o diagrama habitualmente utilizado na divisao euclidiana

dividendo (comprimento da corrida) | 13 (divisor)
resto (“o que falta”) quociente (niimero de voltas completas)

que representa a expressdo dividendo =13 xdivisor + resto, sendo o resto um
numero natural menor do que 13. Logo o resto s6 pode ser um dos numeros 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 ou 12.

Inicialmente, vejamos como podemos realizar corridas com de 1 km até 13
km; isto ¢ feito por inspe¢ao direta e o resultado € a tabela abaixo.

Extensdo em km | Posto de partida | Posto de chegada
1 A B
2 B C
3 A C
4 D A
5 D B
6 C D
7 D C
8 B D
9 A D
10 C A
12 C B
13 B A
14 Qualquer um | O mesmo de partida

A partir dessa tabela, podemos concluir que ¢é possivel realizar corridas cuja
extensdo € qualquer nimero inteiro de quildmetros maior do que 13. Para isso,
basta ver que temos duas possibilidades:



1 possibilidade: a extensdo é multiplo de 13: nesse caso escolhemos um posto
qualquer ¢ a corrida comega e termina no nesse posto, dando um nimero inteiro
de voltas completas na pista. Por exemplo se a extensao da corrida ¢
208 =13 x 16 km, basta dar 16 voltas completas na pista.

2% possibilidade: a extensdo ndo é multiplo de 13: nesse caso, o resto da
divisdo da extensao da corrida por 13 é um dos niumeros 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10,
11, 12. Para cada um desses restos, a tabela acima fornece o posto de partida e o
de chegada da corrida.Vejamos alguns casos:

e seoresto ¢S, iniciamos a corrida no posto D e terminamos em B ap6s um

certo nimero de voltas completas na pista. Por exemplo, se a corrida tem
109 =8%x13+5 km, ela deve comegar em D, dar 8 voltas completas até
retornar a D e percorrer uma vez o trecho de D até B.

e seoresto ¢ 11, iniciamos a corrida no posto C e terminamos em B apds
um certo numero de voltas completas na pista. Por exemplo, se a corrida
tem 245=18%13+11 km, ela deve comecar em C, dar 18 voltas completas
até retornar a C e percorrer uma vez trecho de C até B.



Problema 3

a)

b)

Como os tridngulos ABC e BDE sdo congruentes, temos
drea de ABC = drea de BDE ,

donde
drea de AEFC = drea de ABC — drea de BFE c
= drea de BDE — darea de BFE .
.
= drea de BDF'.

Logo drea de AEFC = drea de BDF' e arazdo pedida é

area de BDF
area de AEFC ’

Como os tridngulos ABC e BDE sdo congruentes, temos DEB = BCA , donde

DEB+ ABC = BCA+ ABC =90°.
donde

BFE =180° —(DEB + ABC) =180° —=90° =90° .

Outro modo de achar a medida de BFE & observar que os triangulos ABC e BEF
sdao semelhantes, pois t€ém dois angulos iguais, a saber, o angulo comum em B e os

angulos em C e E. Logo os angulos em A4 e F' s3o iguais, ou seja, o angulo BFE ¢
reto.

Como os tridngulos ABC e BDE sdo congruentes temos EB = AC =5. Os
triangulos ABC e FBE sao semelhantes pois sdo retangulos e t€ém em comum o
EF BF EF

BF 5BF
angulo em B, logo — = ——, ou seja — =——, donde EF =——. Como BEF
AC 4B 5 12 12

¢ um triangulo retangulo, sua area ¢

5BF
,ecomo EF = 1— essa area €

5BF?
YR Pelo Teorema de Pitagoras temos EB* = EF’* + BF”, donde
25BF” 3600
5% = T + BF?, ou seja, BF® :E . Logo a area de BEF ¢

5BF* _ 5 3600 _750 om?
24 24 169 169 '



Podemos também argiiir como segue. Pelo Teorema de Pitagoras temos
BC?=AB>+ AC* =12 +5 =169 =13,

donde BC =13 . Sejam ¢ = ABC = BDE . No tridngulo

ABC temos senazﬂzi ecosazﬁzg.
BC 13 BC 13

tridngulo BEF, temos EF=EB-sena =5 % cme

A E
BF=EB-cosa = 5-% 2@ cm. Logo

dreaEFB:lEF.FB=1.§-@=@ cm?.
2 2 13 13 169



Problema 4

a) A solugao ¢ feita em seis passos, assinalado cada um deles em vermelho.

1° passo 2° passo 3° passo
112 112 1(2

3|4 31412 412 1|1
311 311 31114
2 1 2 1 2

4° passo 5° passo 6° passo
112 3 1({21413 1[{214]3
3141211 314121 3141211
2131114 2131114 2131114
2 411 2 411132

b) Nao. No quadradinho assinalado com X ndo podemos colocar nem o 3 nem o 4
porque a 2 linha ja contém esses nameros. Por outro lado também ndo podemos
colocar nem 1 nem 2 porque a tltima coluna ja contém esses nimeros.

1|2

314 X
2
1

¢) De acordo com o item (b), temos quatro opgdes para preencher o quadrado D, que
sdo

314 413 213 214
2|1 2|1 411 3|1

Como no item (b), vemos que op¢do sombreada ndo ¢ possivel, uma vez que nao
teremos como preencher o quadradinho assinalado com X.

112
34

X]3]1

Logo, para preencher o quadrado D so6 restam as 3 opcdes

23 3]4 413
41 2[1 21

Uma vez preenchido o quadrado D, os quadrados B e C podem ser preenchidos de
modo unico. Logo, temos 3 maneiras para completar o quadrado original, que sdo



[SSNIE =N EUSH T
QG | == N DO
AN =-w
— (I |
BN w|—=
W= BN
N (W=
— N (W
BN w|—=
W= PN
N[ A=W
— | WIN |

d) Para preencher o quadrado A, na ordem crescente 1, 2, 3 e 4 temos a seguinte
situagdo:
e podemos colocar o 1 em qualquer das 4 posigdes;
e colocado o 1, temos 3 posigdes para o 2;
® colocados o1 e 02, temos 2 posi¢gdes para o 3;
e colocados 0 1,02 e 0 3 temos apenas uma posicdo para o 4.
Logo, o quadrado A pode ser preenchido de 4 X3 X2 x1=24 maneiras.

Preenchido o quadrado A, vamos agora preencher o quadrado D:
e podemos colocar o 1 em qualquer das 4 casas;
e uma vez colocado o 1, usando o mesmo argumento que no item (c), vemos
que existem 3 meneiras de completar o quadrado D.

Logo, temos 24 x 4 x 3 =288 modos de preencher os quadrados A e D. Sabemos que,
estando esses dois quadrados preenchidos, s6 temos uma maneira de preencher os
quadrados B e C. Logo, o nimero total de quadrados especiais ¢ 288.



Problema 5

a) 1°solugdo: Sejam a, b, ¢ € d os nlimeros escritos nos o c ma
lados do quadrado, como na figura. Os nimeros
associados aos vértices sdo, portanto, ab, bc, cd e da, e

sua soma ¢
ab+bc+cd+da=bla+c)+d(a+c) da a ab
=(a+c)b+d)
=85x60=5100

2" solugdo: Sejam a e b dois lados adjacentes do quadrado e 60—a ¢ 85—b os
outros dois. Entdo a soma dos produtos dos comprimentos de lados adjacentes ¢é

ab+ b(60 — a) + (60 — a)(85 — b) + (85— b)a = 5100.

b) Sejam (a, b), (m,n) e (s,y) os pares de nimeros escritos em faces opostas do cubo,
como na figura. Os niimeros associados aos vértices sdo, portanto, amx, anx, amy,
any, bmx, bnx, bmy e bny, e sua soma €

105 = amx + anx + amy + any + bmx + bnx + bmy + bny
= a(mx + nx + my + ny)+ b(mx + nx + my + ny)
=(a+ b)(mx + nx + my + ny)
=(a+Dd)[(m+n)x+(m+n)y]
=(a+b)(m+n)x+y)

Como 105 se fatora em fatores primos como 105=3-5-7 e os numeros a + b,
m+n e x4+ y sdo inteiros maiores que 1, segue que a+b, m+n e x+y devem

seriguais a 3, 5 ¢ 7 (em qualquer ordem). Logo

a+b+x+y+m+n=3+5+7=15.

bnx by

any

e bmy

Na figura os niimeros a e b estdo escritos, respectivamente, na frente e atras do
cubo, 0s nimeros m € n em baixo e em cima e os numeros x € y & esquerda e a
direita.

10



Problema 6

a)  Queremos determinar a distdncia x entre o topo

de uma camada e o topo da camada seguinte.
Consideremos o triangulo eqiiilatero formado pelos
centros de trés circunferéncias tangentes duas a duas,

0.5

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

h

como na figura. Esse tridangulo tem lado /=1 cme

V3_\3

sua altura mede h =/ EX = - Por outro lado, a

figura nos mostra que x+1=0,5+A2+0,5=h+1,¢

V3

segue que x=h=7.

b) No método A cada camada tem exatamente 6 lapis, logo para empilhar 90 lapis
serdo necessarias 90 + 6 =15 camadas. Como a altura de cada camada é Icm, a

altura minima da caixa, nesse caso, deve ser de 15 cm.
Utilizando o método B, alternam-se fileiras de 6 e de 5 1apis, de forma que

cada duas fileiras contém 11 lapis. Assim, serdo necessarias 16 fileiras completas
para empilhar 8 x11=88 lapis, e mais uma 17* fileira incompleta com os 2 lapis

que faltam. Para calcular a altura dessa pilha, observamos que a 1* fileira tem

. 3 .
altura 1 cm e cada uma das demais acrescenta — cm a altura. Utilizando a

aproximacao indicada concluimos que a altura minima da caixa, neste caso, ¢
aproximadamente 1+16x0,87 =14,92 cm.

¢) Para colocar 90 lapis em uma caixa de altura 14,5 cm,
Olimpico teve que misturar os métodos de
empilhamento, pois ele viu (como no item (b)) que
para fazer isso usando exclusivamente o método A
seria necessario uma caixa de altura minima de 15 cm
e, pelo método B, uma caixa com altura minima de
aproximadamente de 14,92 cm.

Supondo que Olimpico tenha usado camadas
completas de lapis, sejam x e y o nimero de camadas
de 6 e de 5 lapis, respectivamente, que ele usou;
devemos ter entdo 6x+ 5y =90 . Observando que 5y e

90 sdao multiplos de 5, concluimos que x deve ser
multiplo de 5. Logo x s6 pode assumir os valores 5 ou
10 pois x = 0 representa utilizar apenas fileiras de 5
lapis, x =15 corresponde a utilizar apenas o método
A, o que ndo ¢ o caso. Notamos também que x ndo
pode ser maior que 15, pois nesse caso o numero de
lapis seria maior que 90.

Sex=5 e y=12 teriamos 17 camadas de lapis, Figura 1

com altura certamente maior ou igual a 1+16x0,87 =14,92 c¢m. Logo Olimpico
deve ter usado x =10 e y = 6, ou seja, 10 camadas de 6 lapis e 6 de 5 lapis. Um

11
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modo de empilhamento que ele pode ter usado esta
ilustrado na figura 1, onde a altura da pilha ¢
aproximadamente 4+12x 0,87 =4+10,44 =14,44
cm.

Alternativamente, Olimpico pode ter percebido
(como na solugdo do item (b)) que 88 lapis podem
ser empilhados pelo método B em uma caixa com
altura 1+15%x 0,87 =14,05 cm de altura. Os dois
lapis que faltam podem completar duas camadas de
5 lapis, como na figura 2, aumentando a altura total
em aproximadamente 3% (1-0,87)=0,39 cm, ou

seja, até 14,05+ 0,39 =14,44 cm.

Figura 2

Esse problema leva a uma pergunta interessante: qual a menor altura de uma
caixa em que podem ser colocados n lapis? Divirta-se tentando achar a solugao.
Uma pista: ndo € tdo simples quanto parece!
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