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QUESTAO 1. Quincas Borba uniu quatro blocos
retangulares de madeira, cada um com 4 cm de comprimento, 1 cm
de largura e 1 cm de altura, formando o objeto mostrado na figura.

A) Qual é o volume deste objeto?
B) Quantas arestas tem este objeto?
C) Qual a area da superficie deste objeto?

Solucéo:

A) O volume de cada bloco é igual & area da base multiplicada pela altura, isto &, 4x1x1=4cm’. O
volume do objeto formado por estes blocos é igual a soma dos volumes dos blocos, ou seja, é
4x4=16 cm®.

Para apresentar a solugéo dos itens (b) e (c), vamos imaginar o objeto colocado sobre uma mesa, na
posicéo indicada na figura.

B) Contamos 12 arestas em contato com a mesa, outras 12 na
parte superior do objeto e 12 arestas perpendiculares a mesa,
num total de 12 +12+12 = 36 arestas.

C) A superficie do objeto em contato com a mesa consiste de

quatro retangulos de area 4 x1=4 cm® cada um; 0 mesmo

acontece com a parte superior do objeto. As faces : =
perpendiculares a mesa séo quatro retangulos de area (1 Tem
4x1=4 cm?®, outros quatro de &rea 3x1=3 cm’ e quatro

quadrados de area 1x1=1 cm® Assim, a area da superficie do

objeto & 4x4+4x4+4x4+4x3+4x1=64 cm?.

QUESTAO 2. A seqiiéncia 0, 3, 7, 10, 14, 17, 21,... € formada a partir do numero 0
somando-se alternadamente 3 ou 4 ao termo anterior, isto é: o primeiro termo é 0, 0 segundo é 3
mais o primeiro, o terceiro é 4 mais o segundo,o quarto € 3 mais o terceiro, o quinto é 4 mais o
guarto e assim sucessivamente.

A) Escreva os 20 primeiros termos desta sequéncia.

B) Qual € 0 1000° termo desta seqiiéncia?
C) Algum termo desta sequiéncia é igual a 2000? Por qué?

Solucéo:

A) Seguindo a lei de formacé&o da seqiéncia, os 20 primeiros termos sédo 0, 3, 7, 10, 14, 17, 21, 24,
28, 31, 35, 38, 42, 45, 49, 52, 56, 59, 63 e 66.



Para os itens (B) e (C), observamos que a seqiiéncia dada pode ser decomposta em duas
sequéncias, como segue:

(i) a sequiéncia | dos termos de ordem impar: 0, 7, 14, 21, .... Esta seqiiéncia consiste dos
multiplos de 7; seu termo geral € 7n para n>0.

(ii) a seqiiéncia P dos termos de ordem par: 3, 10, 17., 24, .... Esta seqliéncia consiste dos
multiplos de 7 somados com 3; seu termo geral € 7n+ 3 paran > 0.

B) Como 1000 é par, vemos que o 1000° termo da seqiiéncia original € o 500° termo da seqiiéncia
P. Este termo corresponde a n = 499, uma vez que o primeiro termo de P corresponde a n=0.
Logo, o termo procurado é 7 x 499 + 3 = 3496 .

C) Temos que 2000 =7x 285 +5. Logo 2000 nédo pode ser escrito nem na forma 7n nem na forma
7n+3 para algum n >0, e portanto 2000 ndo é um termo da sequéncia, Outra maneira de resolver

este item é notar que as as solugdes das equacdes 2000 = 7n e 2000 = 7n + 3 ndo sdo ndmeros
naturais.

QUESTAO 3. Numa certa cidade existem apenas duas empresas de téaxi, a Dona
Leopoldina e a Dom Pedro Il. A empresa Dona Leopoldina cobra uma taxa fixa de R$3,00 reais mais
R$0,50 por quiléometro rodado. J& Dom Pedro Il cobra uma taxa fixa de R$1,00 mais R$0,75 por
quildmetro rodado.

Os amigos Bento, Sofia e Helena trabalham nesta cidade e sempre voltam de taxi do trabalho para
casa. Para pagar menos, Helena sempre usa os taxis da Dona Leopoldina e, pelo mesmo motivo,
Bento s6 usa os da Dom Pedro Il. Sofia usa os taxis das duas empresas, porque paga 0 mesmo
preco em ambas.

A) Quanto Sofia paga para ir de taxi do trabalho para casa?
B) Qual dos trés amigos percorre, de taxi, a menor distancia entre seu trabalho e sua casa?

Solucéo:

Segue imediatamente do enunciado que o custo de uma corrida de x quilémetros € 3+ 0,5x reais na
Dona Leopoldina e 1+ 0,75x nha Dom Pedro Il. Um ponto a ser discutido aqui é se devemos pensar

em x como um ndmero inteiro ou como um ndmero real, pois o taximetro avanca a cada quildmetro
rodado, ignorando fracdes de quildbmetro. A solu¢é@o apresentada abaixo supde que x seja um
namero real, ou seja, que o taximetro roda continuamente, mas vale (com pequenas mudancas) para
0 caso em que restringimos X aos inteiros.

A) Seja s a distancia entre o local de trabalho e a casa de Sofia. Como Sofia paga o mesmo valor em
ambas as empresas segue que 3+05=1+0,75s, donde s =8. Logo Sofia paga3+0,5x8 =7 reais
pela corrida.

[Se pensarmos em s como um numero inteiro, a concluséo € que Sofia percorre de taxi pelo menos
8 quildmetros mas menos de 9 quildmetros de seu trabalho até sua casa.]

B) Sejam agora b e h, respectivamente, as disténcias entre o local de trabalho e as casas de Bento e
Helena. Como Helena paga menos usando os taxis da Dona Leopoldina, temos 3+ 0,5h <1+ 0,75h,

donde 0,25h > 2, ou seja, h > 2 =8.
0,25

Analogamente, como Bento paga menos usando os taxis da Dom Pedro, temos
3+05b>1+0,75b, e concluimos que b < 8. Deste modo, a corrida de Bento do trabalho para casa
ndo chega a 8 quildmetros, e é ele quem percorre a menor distancia



[Se pensarmos em b e h como nimeros inteiros, a conclusdo é que a corrida de taxi de Bento € de
menos de 8 quildmetros, enquanto que a de Helena é de pelo menos 9 quildmetros.]

QUESTAO 4. Um prefeito quer construir uma praga
guadrada de 10m de lado, que tera canteiros triangulares de
pedra e um canteiro quadrado de grama, como na figura. O
prefeito ainda ndo decidiu qual sera a area do canteiro de grama,
e por isso o comprimento deste segmento AB estéa indicado por x
na figura.

LLLES

A) Calcule a area do canteiro de grama para x = 2.
B) Escreva a expressédo sa area do canteiro de grama em fungéo
de x.

Sabe-se que o canteiro de grama custa R$ 4,00 por metro quadrado e os canteiros de pedra custam
R$ 3,00 por metro quadrado. Use esta informagédo para responder os dois itens a seguir:

C) Qual a menor quantia que o prefeito deve ter para construir os cincos canteiros?

D) Se o prefeito tem apenas R$358,00 para gastar com 0s cincos canteiros, qual € a a area do maior
canteiro de grama que a praga podera ter?

Solucgéo:

A) Cada canteiro triangular é um tridngulo retangulo de catetos x e 10— x ; quando x = 2, estes

catetos valem 2 e 8. Logo a area de cada canteiro é % =8m?. Como a &rea total da praca é 100

m? segue que a &rea do canteiro central & 100 — 4 x 8 = 68 m”.

B) Cada canteiro triangular € um tridngulo retangulo de catetos x e 10 — x, tendo assim area de

%x(lo —x) m% Como a &rea total da praca é 100 m?, segue que a area do canteiro central é

100—4%x(10—x):2x2 —20x +100 m?

Pode-se também notar que o lado L do canteiro de grama é a hipotenusa de um triangulo retangulo
de catetos x e 10 — x . A area deste canteiro é L?. Pelo teorema de Pitagoras, temos

L% =x? + (10 - x)? = x? +100 — 20x + x> = 2x? — 20x +100
como antes.

C) O custo total dos canteiros € igual a

custo do canteiro de grama + 4 x (custo de um canteiro de pedra)

O custo do canteiro de grama é 4(2x? — 20x +100) reais e o de um canteiro de pedra é

1 . . . ~
3 S X(10 — x) reais. Designando por c(x) o custo total dos canteiros em funcéo de x, temos

c(x) =4-(2x> —20x+100)+4~{3-%x(10—x)} =2x? -

¥
O gréfico da funcéo c é a pardbola representada ao
lado (atencdo: este é apenas um esboco do gréfico, AGD A
sem respeitar a escala ao longo do eixo dos y). O . ., A
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- . . 20
valor minimo de ¢ é assumido quando x = >
X

=5; 0 custo minimo é entao

c(5) = 2x5% —20 x5+ 400 = 350 reais.

D) Se o prefeito construir uma praca cujo canteiro de grama tem area de a m?, entdo o custo total da
praca € 4a+ 3(100 —a) =300 + a reais. Vemos assim que 0 custo cresce quando a cresce, e deste

modo a drea maxima do canteiro de grama corresponde ao maximo que o prefeito pode gastar, que
€ R$358,00. Neste caso temos a equacao 300 +a =58, donde o maior canteiro de grama que 0
prefeito pode construir tem area de 58 m>.

QUESTAO 5. Em um jogo cada participante recebe um cartdo com 4 nimeros distintos de
1 a 20, dispostos em duas linhas e duas colunas. Os nimeros sdo sucessivamente sorteados de
uma caixa que contém 20 bolas idénticas, que foram numeradas de 1 a 20. Ganha o participante que
for o primeiro a ter sorteados dois nimeros de uma linha ou dois nimeros de uma coluna.

~ 1|5 12|1 . : . ~
A) Os cartdes |3 e 2|z sdo equivalentes, porque se um deles ganha o jogo entdo o outro

. ~ : 702
ganha também. Descreva todos os cartdes equivalentes a 5‘ e

B) Qual é a probabilidade de que o cartao %‘% ganhe logo na segunda bola sorteada?

SOLUCAO:
A) Dois cartdes sao equivalentes quando suas linhas e colunas sdo compostas pelos mesmos quatro

, ~ 7
pares de nimeros. No caso do cartdo 9

%, 0s quatro pares séo (7,2), (2,4), (4,9) e (9,7). Os outros

cartdes que possuem estes mesmos pares em suas linhas e colunas séo:
9|7 4|9 2)4 914 2/7 79 412
4 77 2’ 4

2’2 9'7 9'2l4 9|7

B) Solucéo 1: Existem 20 maneiras de sortear a primeira bola. Uma vez sorteada a primeira bola, ha
19 maneiras de sortear a segunda (pois ndo ha niimeros iguais nos cartdes). Pelo Principio
Fundamental da Contagem, ha 20 x19 maneiras de sortear os dois primeiros nimeros. Este é o

, Lo . ~ 1
namero total de casos possiveis para o experimento. Para que o cartdo E

5
3 ganhe logo na

segunda bola sorteada, os dois nUmeros sorteados devem formar uma de suas linhas ou colunas,
em numero de quatro. Como ha duas maneiras de sortear uma linha ou uma coluna, o nimero de

_2
20x19 95

casos favoraveis é 8. Logo, a probabilidade pedida é

Solucao 2: Para que o cartdo ganhe na segunda bola sorteada, a primeira bola deve ter um dos 4

. ~ . - . .4 1 , .
nameros do cartdo. Como ha 20 bolas, a probabilidade de isto ocorrer é 20 = T Além disso, o
numero da segunda bola deve ser um dos dois nimeros que estéo na linha ou na coluna do primeiro;

como agora restam 19 bolas na caixa, a probabilidade disto ocorrer é % Assim, a probabilidade do

cartdo ganhar logo na segunda bola sorteada é %x 2 = 2

19 95°



Solugéo 3: Podemos pensar nos dois primeiros niimeros sorteados como um subconjunto de dois

20 20! . .
=———=10x19. Este é o nUmero

2 2118!

total de casos possiveis para este experimento. Por outro lado, o nimero de casos favoraveis é 4,

gue é o numero de pares do cartdo que estdo na mesma linha ou na mesma coluna. Deste modo, a

elementos dos nimeros de 1 a 20, que sdo em namero de (

probabilidade pedida 6 — % = 2|
10x19 95
QUESTAO 6. Capitu cortou uma folha de papel retangular em 9 quadrados de lados 1, 4,

7, 8,9, 10, 14, 15 e 18 centimetros cada um.

a) Qual era a area da folha antes de ser cortada?

b) Quais eram as medidas da folha antes de ser cortada?

c) Capitu precisa montar a folha de novo. Ajude-a mostrando, com um desenho, como fazer esta
montagem.

Solucéo:
A) A area da folha era igual a soma das areas dos nove quadrados, que é
12 + 4% + 7% + 8%+ 9% +10% +14% +15% +18%2 =1056 cm?

B) Sejam a e b as dimensdes da folha, com a <b. Como a area de um retangulo é o produto de
suas dimensdes, temos ab =1056 . Além disso, como as medidas dos lados dos quadrados sao
nameros inteiros, segue que a e b devem ser nimeros inteiros. Observamos, finalmente, que a e
b devem ser maiores ou iguais a 18, pois um dos quadrados em que a folha foi cortada tem lado
com esta medida.

Como a e b s&o divisores de 1056, a fatoracdo em fatores primos 1056 = 2° x3x11 nos
mostra que a e b sdo daforma 2* x3Y x11%, onde x,y e z sdo inteiros tais que 0<x<50<y<1

e 0<z<1.Lembrando que ab =1056 e que a e b sado maiores que 18, obtemos os seguintes
possibilidades:

a b
2x11=22 | 24x3-48
23x3=24 | 22x11=44

25 -32 3x11=33

Temos agora que decidir quais destas possibilidades podem ocorrer como medidas da folha. Como
0 maior quadrado tem lado 18, que é menor que 22, 24 e 32, vemos que henhum quadrado pode
encostar nos dois lados de comprimento b da folha. Isto quer dizer que b pode ser expresso de duas
maneiras como uma soma na qual as parcelas sdo medidas dos lados dos quadrados, sendo que (i)
nao ha parcelas repetidas em nenhuma das duas expressdes e (ii) ndo ha parcelas comuns as duas
expressoes.

Este argumento mostraque 2b <1+4+7+8+9+10+14+15+18, ou seja, 2b <86 . Logo
b <43 e a Unica possibilidade é b = 33. Segue que as dimens@es da folha eram a=32 e b =33.

Existem outras maneiras de eliminar os pares (22,48) e (24,44), usando o0 argumento acima e
mostrando, por exemplo, que ndo existem duas maneiras de escrever 22 e 24 como soma dos lados
dos quadrados de duas maneiras com parcelas distintas e sem parcelas comuns.

Esta solucdo depende do fato de que, em qualquer decomposi¢cdo de um retdngulo em
quadrados, os lados dos quadrados sdo necessariamente paralelos a um dos lados do retangulo. Um
argumento intuitivo para demonstrar este fato consiste em selecionar um vértice do retangulo e
observar que o quadrado ao qual este vértice pertence tem seus lados apoiados sobre os lados do
retangulo. Qualquer quadrado que toca este primeiro quadrado (mesmo que em apenas um vértice)
tem seus lados necessariamente paralelos aos lados do retangulo, pois caso contrario teriamos



angulos diferentes de 90° ou 180° na decomposico, e estes angulos ndo podem ser preenchidos
com quadrados.

B) A Unica possibilidade (a menos de rotagdes e simetrias) € mostrada abaixo:

14
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