(UNTT7  6* OLIMPIADA BRASILEIRA OBMEP 2010 1

Gy DE MATENATICA Solugdes da prova da 22 Fase

2

0
Y 0BMEP 2010 Nivel 2
Somando novos talentes para o Brasl]

Questdo 1

a) Para saber o nimero que deve dizer ao matemagico, Jodozinho deve fazer quatro contas:

12 conta: multiplicar o nUmero no cartdo escolhido por 2;

22 conta: somar 3 ao resultado da primeira conta;

32 conta: multiplicar por 5 o resultado da segunda conta;

42 conta: somar 1, 2, 3 ou 4 ao resultado da terceira conta, dependendo da cor do cartdo escolhido.
Como o numero no cartdo escolhido por Jodozinho foi 3, o resultado da primeira conta € 3x2=6; o resultado da
segunda conta é 6+3 =9 e o da terceira conta € 9x5 =45 . Por fim, como a cor do cartdo escolhido por Jodozinho
€ vermelha, o resultado da quarta e Ultima conta é 45+4 =49 . Assim Jodozinho deve dizer “Quarenta e nove” ao
matemagico.

b) 12 solucdo: Vamos analisar o que acontece com o nimero de um cartdo quando fazemos as operages indicadas.
Qualquer que seja esse numero, apés a terceira conta obtemos um multiplo de 5, ou seja, um nimero cujo algarismo
das unidades é 0 ou 5. Concluimos entédo que, todas as contas estando corretas, o algarismo das unidades do ndme-
ro dito ao matematico é

e 1 o0u 6, se o cartdo escolhido é verde;

e 20u7,se o cartdo escolhido é amarelo;

e 3 o0u 8, se o cartdo escolhido é azul;

e 40u9, se o cartdo escolhido é vermelho.
Desse modo, se Mariazinha disse 76 ao matemagico, seu cartdo era verde e o resultado da terceira conta realizada
por ela foi 76 —1=75; o resultado da segunda conta foi 75+5 =15 o resultado da primeira conta foi 15-3 =12 e o
namero no cartdo escolhido por Mariazinha foi 12 +2 = 6. Conferindo: (2x6+3)x5+1=76.

22 solugdo: Essa solucéo ndo difere essencialmente da anterior, mas € mais precisa e permite uma solu¢do imediata
do item c¢). Como antes, vamos analisar o que acontece com o nimero de um cartdo quando fazemos as operagdes
indicadas. Qualquer que seja esse numero, ao multiplicar por 2 obtemos um nimero par; ao somar 3 ao resultado,
obtemos um numero impar (esse é o detalhe em que essa solucao difere da anterior). Ao multiplicar por 5, obtemos
um ndmero cujo algarismo das unidades € 5. Concluimos entéo que, todas as contas estando corretas, o Ultimo alga-
rismo do nimero dito ao matematico é

e 6, se o cartdo escolhido é verde;

e 7, se o cartdo escolhido é amarelo;

e 8, se o cartdo escolhido é azul;

e 9, se o cartdo escolhido é vermelho.

O restante dessa solucdo procede como a anterior.

32 solugdo (algébrica): Seja x o0 numero de um cartdo; entdo o nudmero dito ao matemagico €
5(2x+3)+y =10x+15+y, onde y é um numero inteiro de 1 a 4 correspondendo a cor do cartdo. Temos aqui
10x+15+y =76, ou seja, 10x +y = 61. Como o digito das unidades de 10x é 0, vemos que y sO pode ser 1; logo
10x = 60, donde x =6 e concluimos que o cartdo escolhido foi o 6 verde.

c¢) 12 solugédo (de acordo com a 12 solugéo do item b)): Quando Pedrinho disse 61 ao matemagico, ele pensou assim:
se as contas de Pedrinho estiverem corretas, o cartdo deve ser verde (pois 0 algarismo das unidades de 61 é 1) e
depois da terceira conta o namero obtido foi 61-1= 60, depois da segunda conta o nimero obtido foi 60+5=12,
depois da primeira conta o numero obtido foi 12-3 =9 e entdo o ndmero no cartdo deve ser 9+2 =4,5, 0 que ndo
pode acontecer pois 0s nimeros nos cartdes sdo numeros inteiros. Logo Pedrinho deve ter errado alguma conta.

22 solucgdo (de acordo com a 22 solucao do item b)): Dizer ao matemagico um namero cujo algarismo das unidades é
diferente de 6, 7, 8 ou 9 indica que houve algum erro de conta.
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3?2 solugdo: Para simplificar, vamos chamar de “resultado” de um cartdo o nimero que deve ser dito ao matemagico
por uma crianca que escolha esse cartdo. Observamos que entre cartdes de mesmo ndmero, o verde tem o menor

resultado e o vermelho o maior. Por outro lado, o resultado do cartdo 1 vermelho é (1><2+3)><5+4 =29 eodo?2
verde é (2x2+3)x5+1=36, o0 resultado do 2 vermelho é (2x2+3)x5+4=39 e o do 3 verde é

(2><3+3)><5+1: 46, e assim por diante; isso mostra que, entre cartes de ndmeros diferentes, o cartdo que tem o

maior nimero tem também o maior resultado, independente da cor. Como o resultado do cartdo 4 vermelho é
(2x4+3)x5+4=59 e odo5verde é (2x5+3)x5+1=66, um cartdo cujo resultado fosse 61 deveria ter nimero

maior que 4 e menor que 5, o que ndo pode acontecer.

Questao 2

a) Como 210+3 =70, existem 70 cartdes cujos nimeros sao multiplos de 3. Mais precisamente, esses cartbes sdo
osde nimero 3=1x3, 6=2x3, 9=3x3,12=4x3,..., 204 =68x3, 207 =69x3 € 210=70x3.

b) 12 solucdo: Um raciocinio idéntico ao do item a) mostra que existem 210+ 2 =105 cartdes com nimeros pares
entre 1 e 210 (inclusive). Por outro lado, os nimeros pares entre 1 e 210 que sédo mdultiplos de 3 sdo 2x3, 4x3,
6x3,., 68x3 e 70x3, em ndmero de 35. Logo existem 105-35 =70 cartbes com nimeros pares que nao sao
multiplos de 3.

22 solucao: Ha& 105 cartbes pares. Por outro lado, entre os 70 multiplos de 3 ha 70 +2 = 35 pares; logo 105-35 =70
séo pares mas nao multiplos de 3.

32 solugdo: Retiram-se dos cartdes os 70 mdltiplos de 3, sobrando 210-70 =140 cartdes. Desses, metade sdo pa-
res, pois entre dois mdultiplos de 3 consecutivos um dos numeros € par e o0 outro impar; logo entre eles ha
140-70 =70 cartdes que ndo sdo nem pares nem multiplos de 3.

42 solucao: Observamos que entre os nimeros de 1 a 6 existem dois nimeros pares que nao sdo mdltiplos de 3, a
saber, 2 e 4. Do mesmo modo, dos nimeros de 7 a 13 temos dois nimeros pares que ndo sdo mdltiplos de 3, a sa-
ber, 8 e 10. Esse padréo se repete de seis em seis niUmeros consecutivos até chegar aos nimeros de 205 a 210,
onde aqueles pares que ndo séo multiplos de 3 séo 206 e 208. Temos assim 210 +6 =35 blocos e, em cada um,

dois numeros pares que ndo sao multiplos de 3, num total de 35x2 =70 ndmeros.

c) As partes A, B e C da figura ao lado correspondem as conclus6es dos itens
anteriores; sobram entdo 210-(35+35+70)=70 cartbes com nUumeros que
A c 70

ndo sdo nem pares nem multiplos de 3, correspondendo a parte D. Escolhendo 35 105

pares que ndo sdo

um ndmero na parte A, outro na parte B (ou C) e 70 na parte D, vemos que € PRroe © mdipics de 3 mtiplos de 3 pares

NUMEROS DE 1 A 210

possivel escolher 72 cartdes tais quaisquer dois deles ndo tenham nimeros que |s = D 70
sejam simultaneamente pares ou multiplos de 3. Por outro lado, ao escolher 73 multiplos de 3 que nem pares nem
cartdes, os nimeros de pelo menos trés deles devem ficar fora da parte D, ou 80 580 peres il da 3
seja, nas partes A, B e C. Se dois desses nimeros ficam na mesma parte eles 70

tém 2 ou 3 (ou mesmo ambos, no caso de ficarem na parte A) como divisor co- maltiplos de 3

mum; caso contrério, temos um na parte A e outro na parte B (ou C) que tém 3 (ou 2) como divisor comum. Logo
Catarina deve pegar 73 cartdes.
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Questdo 3
a) A figura ao lado mostra que o hexagono pode ser decomposto em seis triangulos iguais aos triangu- - ~

los que fazem parte do dodecagono. Como cada um desses triangulos tem area 1 cm? segue que o /“
hexagono tem area 6 cm?. >

b) 12 solugédo: A figura do item anterior mostra que o dodecagono pode ser decomposto
/_ em doze triangulos equilateros iguais e seis quadrados. Desse modo, ao retirar doze triangulos do do-
> <. decagono, a estrela que sobra tem area |%ual a area de seis quadrados. Como o lado do dodecagono

V. 1 A ~\  mede 1 cm, cada quadrado tem area 1 cm” e assim a area da estrela é 6 cm?.
22 solucdo: Podemos decompor o hexagono central da estrela em seis triangulos e “encaixa-los” A A
como indicado na figura a direita. A flgura assim obtlda tem a mesma area da estrela e consiste de >
seis quadrados de lado 1 cm; sua area é entéo 6 cm?. V]A

c) A figura ao lado mostra que os dois hexagonos retirados tém a mesma area que doze triangulos
eqwlateros como no item b), a regido cinza tem a mesma area que seis quadrados de lado 1 cm; sua
area é entdo 6 cm®.

Questéo 4

a) Somar as somas das linhas é o mesmo que somar todos 0s nimeros no quadrado; assim, a soma das somas das
linhas é 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45. O mesmo se pode dizer da soma das somas das colunas, e concluimos
que a soma de todas as somas €é 2x45=90. Logo a soma que esta faltando &
90-(9+13+14+17+18)=90-71=19.

b) 12 solucéo: Se todas as somas fossem pares, as somas das trés linhas seriam pares e sua soma seria par. Mas
isso é impossivel pois, como vimos acima, a soma das somas das trés linhas é 45, que é um namero impar.

22 solucéo: Ao distribuir os numeros no quadrado, uma linha pode ter no maximo trés nimeros impares. Por outro
lado, h&a cinco nimeros impares de 1 a 9, a saber, 1,3,5,7 e 9. As maneiras de escrever 5 como soma de inteiros
menores ou iguais a3 sdo 5=2+3=1+1+3=1+2+2. Como em qualquer dessas somas aparecem as parcelas 1
ou 3, concluimos que pelo menos uma linha de um quadrado preenchido contera um ou trés nimeros impares, sendo
0s restantes pares. Em qualquer caso, obtemos uma linha cuja soma é impar.

¢) Vamos estender um pouco essa solugédo para determinar ndo apenas um, mas todos os quadrados que tém as
somas dadas. Antes de comecar, notamos que trocar a ordem de duas linhas (ou de duas colunas) ndo altera as
somas de um quadrado.

O seis numeros do resultado final devem ser separados em dois grupos de trés nimeros cada, cujas somas
sejam iguais a 45. No primeiro grupo, cada namero é a soma de uma linha e, no outro, a soma de cada coluna. De
acordo com o item anterior, cada grupo deve conter um nimero impar; logo 7 e 13 devem ficar em conjuntos diferen-
tes. Segue imediatamente que a Unica possibilidade é separar as somas nos grupos 7,16, 22 e 13,14,18; podemos
entdo supor que as somas das linhas séo 7,16,22 e as somas das colunas séo 13,14,18.

Como a Unica maneira de obter a soma 7 € 1+2+4 =7, podemos comecar a preencher o
guadrado como a direita. Suponhamos que a soma da segunda linha seja 22; as Unicas possibilidades
paraasoma22sdo 5+8+9=22 e 6+7+9=22, que vamos considerar separadamente.

112147
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11214 |7 Suponhamos primeiro que na segunda linha aparecem os nameros 5, 8 e 9. Aqui 0 5 nédo

8 | 22 pode aparecer na coluna do 4, pois 4+5 =9 e para obter uma das somas 13, 14 ou 18 nessa co-

6 11 luna o terceiro niumero deveria ser 4, 5 ou 9, respectivamente, o que ndo pode acontecer pois 0 4 ja

18 foi usado enquanto que 5 e 9 aparecem na segunda linha; argumento analogo mostra que o 9 tam-

bém nado pode aparecer na coluna do 4, ou seja, 0 8 aparece abaixo do 4. Como 4+8 =12 e tanto
0 1 como o 2 ja foram usados, a soma dessa coluna ndo pode ser 13 ou 14; logo a soma é 18. Podemos agora com-
pletar o quadrado das seguintes maneiras:

112 4|7 11247

5191822 915822

713 ]6 |16 317|616
13 14 18 13 14 18

Deixamos para o(a) leitor(a) mostrar que, quando na segunda linha aparecem os numeros 6, 7 e 9, as possibilidades
séo

112 4|7 112 4|7 112 4|7 112 4|7

71916 |22 916 |7 |22 9| 716 |22 9| 716 |22

5|13 ]8]16 815|316 315|816 815|316
13 14 18 18 13 14 13 14 18 18 13 14

Desse modo, existem apenas seis quadrados com as somas do enunciado, a menos de troca de posicao de linhas,
(troca de posicao de colunas e troca das linhas pelas colunas.

Questédo 5

o 7 .
a) Substituindo A=5 e B=7 em AxC =B, temos 5xC =7 e segue que C R Podemos agora achar D substitu-
. 7 N 1
indo os valores de B e D em BxD =C ; obtemos 7><ng e entao DZE' Finalmente, de CxE =D temos

7
—><E:1 € vemos que Ezi.
5 5 7

b) Multiplicando as expressGes AxC =B e BxD =C obtemos AxBxCxD =BxC ; como B e C sdo diferentes de

. . 1 - ~
0, concluimos que AxD =1, ou seja, D :K' Do mesmo modo, multiplicando as expressdes BxD=C e CxE =D

obtemos BxE =1, ou seja, E =5 Repetindo esse raciocinio, vemos que cada letra a partir do D € o inverso da

R - . . 1 1
letra que aparece trés posi¢fes atras dela; em particular, G = 5 =—=A.

1
A

. . 1 1 1 S
c) O item anterior nos mostra que CxDxExFxGxH =CxDxE xExBxE =1; 0 mesmo raciocinio mostra que o

produto de quaisquer seis letras consecutivas € igual a 1. Temos entao
AxBxC..xY xZ=AxBx(Cx...xH)x(Ix...xN)x(Ox...xT)x(Ux...xZ)= AxB =2010

pois todos os produtos entre paréntesis sédo produtos de seis letras consecutivas, logo sao todos iguais a 1.

Observacdo: Notamos que esse problema depende do fato de que, uma vez fixados os valores de A e B, a sequéncia

dos valores das letras do alfabeto é A,B,E, L1A AB B11 éAB

A'A'B'B" A'A'B'B
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Questdo 6

a) A figura abaixo mostra que a sequéncia de seis movimentos (i«,(—, T,<—,¢,—>) termina o jogo a partir da posi¢éo
inicial dada.

QOO [ =010 [OL O] OeO Oew Qe | O |@
' @0 [O®O] [O®O 1O = OO OO0 OO0
OO0 OO0 OO0 OO0 [OOIO] [OOO] [OIOO

b) A figura abaixo mostra que a sequéncia de quatro movimentos (T,(—,i«,—>) transforma a posicéo inicial dada na

OO OO0 101010 IOIOIO] (O[O0
OO @010 @O @10 | 18O
@O0 [ 100 [A'O [DIOIO [CIOO

Assim, podemos terminar o jogo num total de 4 +6 =10 movimentos.

c) A idéia é fazer a peca preta se mover ao longo da diagonal do tabuleiro. Isso pode ser feito uma casa de cada vez
usando primeiro os movimentos do exemplo do enunciado seguidos da repeticdo dos movimentos do item a). llus-

tramos isso abaixo em um tabuleiro 4x4 .

OO0 OO0 OO OO
OOOO enunciado OO O item a) O O item a) OOO

B — —

QIO OO OIOIOIO OO0
OO0 OOIOIO OOIOIO OO0

Em geral, em um tabuleiro nxn a peca preta vai subir n—1 casas na diagonal; pelo método indicado, pode-se subir
a primeira delas em 4 movimentos e cada uma das n—2 restantes em 6 movimentos cada uma. Logo pode-se aca-
bar o jogo em 4+ 6(n —2) =6n -8 movimentos.

OOO®




