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QUESTAO 1
(ALTERNATIVA E)

Carlos comecou a trabalhar com 41-15=26 anos. Se y representa o nimero total de anos que ele trabalhara até

se aposentar, entdo sua idade ao se aposentar sera 26+y, e portanto 26+y+y=100. Segue que
:M =37 . Logo ele podera se aposentar com 26+37=63 anos.

Outra solucao: Atualmente a idade do Carlos mais os anos que ele ja trabalhou somam 41+15=56. Cada ano

a mais que o Carlos trabalhar acrescentara 2 a este total. Como 100 —56 = 44, ele deve trabalhar mais % =22

anos para atingir a soma 100. Ao final deste periodo ele tera entdo 41+ 22 = 63 anos de idade.
Equivalentemente, se Carlos trabalhar mais x anos, a soma de sua idade ao se aposentar com 0s anos
trabalhados sera de (41+x)+(15+ x)=56+2x. Para que essa soma seja 100, devemos ter 56 +2x =100,

donde 2x =44 e entdao x =22, como antes.

QUESTAO 2

(ALTERNATIVA D)

A figura mostra que os discos A e B giram no mesmo sentido, os discos B e C em
sentidos opostos e os discos C e D no mesmo sentido. Assim, D gira no sentido anti-
horario. Lembramos que o perimetro p de um circulo de raio r é dado por p=27r .
Como o raio do disco A é quatro vezes o de D, segue que o perimetro de A também é
quatro vezes o perimetro de D. Logo D da quatro voltas para cada volta de A.

Usamos no argumento acima o fato intuitivo de que os raios dos discos B e C sao
irrelevantes para a resolugdo desta questao; é interessante mostrar isto rigorosamente. No caso geral, podemos
supor que os raios de A, B, C e D sao a, b, c e d, respectivamente.

Se n,, np, N € Ng S0 0s numeros de voltas dados pelos discos A,B,C e D, respectivamente, entao
n,-2ra=n,-2nb

n,-2nb=n,-2nc = na-2na:nd-2nd(:>&:2. Se n, =1 entéo nd:§:4
, d 2

n,-2rc = n, -2nd

QUESTAO 3

(ALTERNATIVAE)

Uma maneira de preencher a tabela de acordo com as condi¢gdes do enunciado é dada abaixo. Em cada etapa,
indicamos com cinza as novas casas preenchidas; o leitor pode justificar cada um dos passos ilustrados.
Notamos que a tabela final é Unica, independente do modo com que ela é preenchida.

1 4 118 4 118 [6 |4 118|614 118 |6 |4
3 3|5 3 (5]2 3|2 |7 I(n|2 |7
7 7 7 7 511 Tl2|56 |1
14 3 4 3 1 3 4 3 4(6 |8 |3

Voltando a questdo, vemos que a soma dos nimeros nos quadradinhos cinzas marcados no desenho do
enunciado € 6+8+5+1=20.

QUESTAO 4

(ALTERNATIVA D)

De acordo com a lei de formagao dada, a seqiéncia de retangulos, escrita como altura x base, € da forma
1x2,2%x3,3%x5,4%7,...,nx(2n-1),...

Logo o 100° retangulo (n=100) é da forma 100x199, e seu perimetro é 2x(100+199) =598 .
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QUESTAO 5
(ALTERNATIVA A)
O comprimento de uma circunferéncia de raio r € 27r ; um arco de um quarto dessa
2rwr 7{r

circunferéncia tem entdo comprimento = "o Os raios das circunferéncias cujos

arcos estdo sendo considerados no problema sdo 1 cm, 2cm, 3cm e 4 cm. A soma
dos comprimentos desses arcos € entao
K 2 3% Am_(1+2+43+4)T

+ 51
2 2 2 2 2

QUESTAO 6
(ALTERNATIVA E)

Pensando que o terreno fosse quadrado, Ronaldo calculou seu lado como V900 =30 metros, e comprou
4x30 =120 metros de cerca. Mas ele precisaria de 120+2 =122 metros de cerca, que € o perimetro do
terreno. Se a é o comprimento e b a largura do terreno (supomos a > b), temos as equacgdes 2(a+ b) =122, que
expressa o perimetro, e ab=900, que expressa a area. Logo a+b=61 e ab=900, logo a e b sdo entao
raizes de x* —61x+900 =0 As raizes dessa equacgido sdo a=36 e b=25, donde a—b=11.
Uma outra maneira de determinar a—b é através da identidade (a—b)® = (a+ b)* —4ab, onde

(a—b)® =61 —4x900 =3721-3600 =121
ouseja a-b=+121=11.

QUESTAO 7

(ALTERNATIVA C)

Como a cada sabado segue um domingo, para que o niumero de sdbados num ano seja maior que o nimero de
domingos é necessario que o Ultimo dia desse ano seja sabado. Como 366 =52x7+2, um ano bissexto
consiste de 52 semanas e 2 dias. Logo, se 31 de dezembro foi um sabado, 2 de janeiro também foi um sabado.
Contando de 7 em 7, vemos que 16 de janeiro foi um sabado, donde 20 de janeiro foi uma quarta-feira.

QUESTAO 8
(ALTERNATIVA E)
Na tira dobrada, a direita na figura, marcamos em traco grosso seis lados do poligono e em traco pontilhado os

dois restantes.
48 cm 24 cm |

]zch —_— _— b ~

Todos o0s 6 segmentos em traco grosso tém comprimento 12 cm e os 2 pontilhados sao diagonais de um

quadrado de lado 12cm, ou seja, medem +122+12% =122 cm. Logo o perimetro do poligono é
6-12+2-12J2 =72+ 2442 cm.

QUESTAO 9

(ALTERNATIVA B)

Até Lucia completar a primeira volta, m vale 0. No momento em que ela completar essa volta, m passa a valer 1,
e s6 muda de valor no momento em que ela completar a segunda volta, quando passa a valer 2, e assim por
diante. Portanto, o grafico da fungao é formado por segmentos horizontais, que correspondem aos ndmeros
naturais do eixo m. Como a cada volta ela percorre a mesma distancia, os segmentos horizontais tém todos o
mesmo comprimento. O grafico correto é o da alternativa B.

Mais formalmente, suponhamos que o comprimento da pista seja ¢ metros e que Lucia acabou de completar
kvoltas, ou seja, que m=k neste momento. Entao ela acabou de correr correu kc metros, e até ela dar mais
uma volta, ou seja, correr kc + ¢ = (k+1)c metros, o valor de m ndo muda. Podemos entdo descrever a fungdo m
pela expressdo m(x)=k se kc < x < (k+1)c, cujo grafico é como na alternativa (B).
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QUESTAO 10
(ALTERNATIVA D)
Sejam x e y os nimeros que Pedrinho colocou, respectivamente, nos cantos superior esquerdo e superior direito

da tabela. Entao % =7, donde y=14-x . Do mesmo modo segue que o0 nimero que ele colocou no canto

inferior esquerdo foi 18 — x .

X 7 14— x
o | X120 _45_x
2

18— x 20

Finalmente, o numero que ele colocou no centro da tabela pode ser escrito de duas maneiras:

e amédiade xe 20, que é X+220,e

(14— x)+(18-x)

e amédiade 14—x € 18— x,que é 5 =16-x.
~ . X+20 . . .
Obtemos entdo a equagao =16— x, cuja solucdo é x=4. Com isso, podemos completar a tabela e
obtemos
4 17 |10
9 |12 |15
14117 1 20
de modo que a soma procurada € 4+15=19.
QUESTAO 11
(ALTERNATIVA B)

Como 535 =11x46 +29, vemos que 11 6nibus sao insuficientes para o passeio. Por outro lado, de 13x 46 =598
vemos que se o numero de Onibus fosse maior ou igual a 13 o nimero de professores seria no minimo
598 —535 =63, 0 que nao é possivel pois em cada 6nibus ha no maximo 2 professores. Logo o passeio foi feito
com 12 énibus e o nimero de professores é 12x46 -535 =17 . Como cada 6nibus tem 1 ou 2 professores e 17
dividido por 12 tem quociente 1 e resto 5, concluimos que o nimero de énibus com 2 professores é 5.

Outra solucao: Sejam x o nimero de 6nibus com 1 professor (nesses 6nibus ha 45 alunos) e y o nimero de
Onibus com 2 professores (nesses 6nibus ha 44 alunos). Logo, 45x+44y=535. Para resolver essa equacao,
observe que como x e y sdo inteiros positivos, y tem que ser um mdultiplo de 5 menor que 15 (porque
15x44>535), isto é, y vale 5 ou 10. Substituindo esses valores na equacgéao, obtemos y = 5.

QUESTAO 12 A
(ALTERNATIVA E)  §
Para ir de A até R a formiguinha deve escolher um dos quatro segmentos R h,
verticais em trago mais grosso na primeira linha da figura. Uma vez escolhido o
esse segmento, ha um Unico caminho de A até R que passa por ele. Desse hz
modo, a formiguinha pode ir de A até R de quatro maneiras diferentes. Para ir »
de R a B, ela deve escolher um dos segmentos horizontais hy, hy, hs, hy € hs C| hs
na ultima coluna para chegar ao lado direito da figura, apds o que sé ha uma »
maneira de chegar até B. Se ela escolher, por exemplo, 0 segmento h;, ela h,
deve ir de R até C, o que pode ser feito de trés maneiras diferentes. »
Repetindo esse raciocinio para os outros pontos concluimos que ela pode ir hs
de R até B de 1+2+3+4+5=15 maneiras diferentes. Logo o nimero de —s B
maneiras diferentes de irde Aaté R é 4x15=60.

Podemos também usar as letras b e d para dizer que a formiguinha percorre um segmento para baixo ou para
direita, respectivamente. Um caminho de A até R € entdo uma seqliéncia de um b e trés d's; a formiguinha deve
entdo escolher em qual das quatro posi¢des colocar o b, donde ha 4 desses caminhos. Analogamente, uma
caminho de R até B consiste de uma seqléncia de quatro b's e dois d's; a formiguinha deve escolher onde
colocar os dois d's nas seis posicoes disponiveis. A primeira posi¢ao para o d pode ser escolhida de 6 modos € a
segunda de 5, o que nos leva a 6 x 5 modos de fazer essas duas escolhas. No entanto, ao fazer isto estamos
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contando cada modo de posicionar os d's duas vezes, uma para cada ordem de escolha das posigées; o0 numero

correto de possibilidades para o caminho de R a B é, portanto, igual a 6—25 =15 (os caminhos de R a B podem

também ser contados usando diretamente a férmula [2] C: = (13><25 15). Desse modo, a formiguinha tem
X

4x15 =60 maneiras diferentes para ir de A até B passando por R.

QUESTAO 13
(ALTERNATIVA E)
Seja C um ponto de coordenadas (r,s) no segmento AB, como na figura. Da

semelhanga dos tridngulos ADC e AEB concluimos que
r-2_902-2_3

s-2 602-2 2° ! , .
ou seja, 3s—2r =2. Como queremos que r e s sejam inteiros, segue dessa equagao z r 202 X
que s é par. Uma vez assim escolhido s, o valor de rfica determinado, e desse modo
obtemos todos os pontos de coordenadas inteiras no segmento AB. Como existem 301 nimeros pares de 2 a
602, inclusive esses, segue que a alternativa correta é (E).

QUESTAO 14

(ALTERNATIVA C) b <
Como os retangulos AEGF e FGCD tém bases iguais € a area de FGCD é trés
vezes a de AEGF, segue que CG =3GE . Logo a razdo de semelhanga entre os 30 o7
triangulos CEB e CGH é dada por G y
CE_CG+GE _3GE+GE _4 ol —
CcG CG 3GE 3 A 3 B
Como arazao das areas de tridngulos semelhantes é o quadrado da razao de semelhanca, temos

4Y 4Y
érea(CEB):[Ej xarea(CGH) = [Ej x27 = 48

donde a area do trapézio EBGH é 48 —27 = 21cm?®.

QUESTAO 15

(ALTERNATIVA A)

Cada uma das trés pessoas, em principio, pode beber dgua ou suco, logo ha 2x2x2 =8 possibilidades para
considerar, conforme a tabela.

Ari Bruna | Carlos
agua | agua | agua
suco | agua | agua
agua | suco agua
Suco | suco agua
agua | agua | suco
suco | agua | suco
agua | suco suco
SUCO | suco | suco

OINOO1 A WN| -

Devemos agora analisar as condigbes do problema para decidir qual das possibilidades é a correta. A primeira
condicao (se Ari pede a mesma bebida que Carlos, entdo Bruna pede agua) elimina as possibilidades 3 e 8. A
segunda condicdo (se Ari pede uma bebida diferente da de Bruna, entdo Carlos pede suco) elimina a
possibilidade 2. A terceira condicdo (se Bruna pede uma bebida diferente da de Carlos, entdo Ari pede agua)
elimina as possibilidades 4 e 6. Até o momento, restam as possibilidades 1,5 e 7.

Ari Bruna | Carlos
1| agua | agua | agua
5 | agua | agua | suco
7 | agua | suco suco

e como apenas um deles pede sempre a mesma bebida, chegamos a Ari, que sempre pede agua.
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QUESTAO 16 e M D
(ALTERNATIVA A) oot

Denotemos por f a fungéo pedida. Sendo N o ponto médio do segmento AE, vamos
considerar trés outros pontos P, Q e R, que representam possiveis posicdes de
partida da formiguinha. Para qualquer um desses pontos, sua distancia ao ponto A
sera denotada por x. Temos trés situagdes:

1%) a formiguinha parte de um ponto P entre A e N. Nesse caso o menor caminho é: 2" p N Q E R B
P—A—C—M. Observe que se x=AP aumenta (P se aproxima de N), o caminho a

ser percorrido também aumenta do mesmo comprimento. Isso significa que f € crescente entre Ae N (e que seu
grafico, neste trecho, € um segmento de reta de inclinagdo igual a 1).

2%) a formiguinha parte de um ponto Q entre N e E. Nesse caso o menor caminho é: Q—-E—D—M. Observe que
se x=AQ aumenta (Q se aproxima de E), o caminho a ser percorrido diminui do mesmo comprimento. Isso
significa que f é decrescente entre N e E (e que seu grafico, neste trecho, € um segmento de reta de inclinagao
igual a -1).

3% a formiguinha parte de um ponto R entre E e B. Nesse caso o menor caminho é: R-E—D—M. Observe que
se x=AR aumenta (R se aproxima de B), o caminho a ser percorrido também aumenta do mesmo comprimento.
Isso significa que f é crescente entre E e B (e que seu grafico, neste trecho, € um segmento de reta de
inclinagdo igual a 1).

Resumindo: entre A e B a fungao f cresce, decresce e torna a crescer (sempre tendo como grafico um segmento
de reta). Apenas a alternativa (A) mostra esse comportamento. " D
Outra solucao: Na figura, marcamos o ponto médio N do segmento AE e trés . oot
outros pontos P, Q e R, que representam possiveis posicoes de partida da
formiguinha nos segmentos AN, NE e EB, respectivamente. Para qualquer um
desses pontos, sua distancia ao ponto A sera denotada por x e vamos adotar o
lado do quadrado como unidade de comprimento.

Se a formiguinha sai de P, o trajeto mais curto passa por A e C, como indicado
pelas flechas. Nesse caso, a formiguinha vai andar

A'PNQ E R B

PA+ AC+CM= x+1 +% = x+% unidades de comprimento.

Se a formiguinha sair de N, nao faz diferenca ela passar por Ae C ou por E e D, pois em qualquer caso ela vai
andar %+1+% =2 unidades de comprimento. Se ela sai de Q, o trajeto mais curto passa por E e D, e ela vai
andar

QE+ED+ DM =(1-x)+1 +% :g— x unidades de comprimento.

Finalmente, se ela sai de R ela vai andar
RE+ED+ DM = (x-1) +1+% = x+% unidades de comprimento.

Desse modo, a funcdo que representa a menor distancia que a formiguinha deve andar de algum ponto do
segmento AB, a distancia x do ponto A, até chegar ao ponto M, é dada pela funcao

x+§,se OSXSl
2 2

5 1
=<—-x,88 —< x<1
y 2 2

x+%,se1$xs2

cujo grafico é o da alternativa (A).
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QUESTAO 17
(ALTERNATIVA B)

Notamos primeiro que o triangulo PQR é equilatero de lado 2 cm. Como
0 segmento RS também mede 2 cm, o tridngulo PRS é is6sceles de

base PS. O angulo PRS mede 120°, pois ele é externo ao triangulo
PRQ, igual a soma dos dois angulos internos nao adjacentes, cada um

medindo 60°. Logo cada um dos angulos RSP e RPS mede 30°, e
concluimos que o tridngulo PQS é retangulo em P, com PQS=60°e ¢ L

PSQ=30°. Logo o triangulo ABC é retangulo em A com ABC=60°e ACB=30°, pois seus lados sao paralelos

aos do triangulo PQS. Além disso, seu menor lado é AB, oposto ao menor angulo ACB =30°.
Para calcular o comprimento do lado AB, basta calcular BT, pois claramente AT =3 cm. Notamos que o triangulo

QBT é retangulo em T. Como BQ é bissetriz de ABC, segue que TBQ=30°. Como QT =1 cm, segue que
BQ =2cm, e o teorema de Pitagoras nos da

BT =\JQB? -QT? =+/3, donde AB=3++/3 .
QUESTAO 18
(ALTERNATIVA D)
Notamos primeiro que se um estojo recebe duas etiquetas entdo suas trés canetas tém a mesma cor, logo esse
estojo vai receber as trés etiquetas; ou seja, um estojo recebe apenas uma das ou as trés etiquetas, nunca
apenas duas delas. No dia descrito no enunciado, foram usadas 120+150+200 =470 etiquetas, das quais
470-200 =270 foram para estojos que receberam trés etiquetas. Logo o nimero de estojos que receberam trés

etiquetas foi de % =90, e, assim, o numero total de estojos montados nesse dia foi de 200+90 =290 .

QUESTAO 19
(ALTERNATIVA C)

2 . . . . N 2 - . .
Como 5 do numero de alunos baianos € um numero inteiro e 5 € uma fracdo irredutivel, concluimos que o

ndmero de baianos é multiplo de 5. Do mesmo modo concluimos que o nimero de mineiros € multiplo de 7. Os
multiplos de 5 menores do que 31 sdo 5, 10, 15, 20, 25 e 30 e os multiplos de 7 menores que 31 séao 7, 14, 21,
28 (nao incluimos o 0 entre os mdltiplos pois 0 enunciado diz que ha tanto baianos como mineiros no énibus).
Como 31 é a soma do numero de baianos com o nimero de mineiros, a Unica possibilidade € que o 6nibus tenha

10 baianos e 21 mineiros. Como g do numero de alunos baianos é de homens, segue que 1—5:% é de
mulheres. Logo o total de mulheres no énibus é

E><10+§><21:6+9:15
5 7
Observacéo: E importante notar que a irredutibilidade das fragdes g e %é essencial no argumento acima.

Sabemos, por exemplo, que %zi e que %x21 =9 mas 14 nao & um divisor de 21.

14
QUESTAO 20
(ALTERNATIVA D)
Pedro pode terminar o jogo de cinco maneiras diferentes, listadas abaixo:
. 1
1. cara, cara, cara — probabilidade 8 Ele termina com coroa nas alternativas
1 2,3eb5.
2. cara, cara, coroa — probabilidade —
8 Como as alternativas acima sao
mutuamente exclusivas, a probabilidade
de sua Ultima jogada ser coroa é
1 1 5

1
4. coroa, cara — probabilidade % PR

3. cara, coroa — probabilidade %

5. coroa, coroa — probabilidade %



