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QUESTAO 1

ALTERNATIVA D

O comprimento da mesa é 8x22=176 centimetros; logo, o palmo de Carolina mede 176+11=16
centimetros.

QUESTAO 2
ALTERNATIVA B
Observemos que 2+0+1+3 =6, ou seja, a soma dos algarismos do numero 2013 € igual a 6. Como
2013=6x335+3, concluimos que o lado esquerdo da igualdade dada no enunciado, que pode ser
reescrito como

2+0+1+3+2+0+1+3+2+0+1+3+...24+0+1+3+2+0+1

4 4 4 4 f

é formado por 335 blocos da forma 2+0+1+ 3+, cada um contendo 4 sinais de adigao, e um bloco da
forma 2+0+1, que contém 2 sinais de adigdo. Portanto, o numero total de sinais de adigdo que foram
utilizados na igualdade é igual a 4x335+2=1342.

QUESTAO 3

ALTERNATIVA D

Vamos analisar as afirmativas uma a uma, de acordo

com a figura ao lado.

a) falsa: o periodo de maior precipitagdo (1°
semestre 2008) teve o maior numero de casos
notificados de dengue, mas nao foi o periodo de
maior temperatura média (2° semestre 2010).

b) falsa:o periodo com menor numero de casos
notificados de dengue (2° semestre 2007) n&o foi o
de maior temperatura média (2° semestre 2010).

c) falsa:o periodo de maior temperatura média (2°
semestre 2010) nao foi o de maior precipitagao (1°
semestre 2008).

d) verdadeira:o periodo de maior precipitacdo (1° ]
semestre 2008) ndo foi o periodo de maior menor numero de casos
temperatura média (2° semestre 2010) e teve 0 maior numero de casos notificados de dengue.

e) falsa: basta comparar o 1° semestre de 2007 com o 2° semestre de 2009: no primeiro a precipitagdo &
maior do que no segundo, mas o seu humero de casos de dengue € menor.

maior precipitagao
maior nimero de casos | maior temperatura meédia
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QUESTAO 4

ALTERNATIVA A

Por um erro de revisdo, a solugdo enviada as escolas nao correspondia a essa questdao. Pedimos
desculpas por essa falha.

A soma de todas as faces de um cubo é 1+2+3+4+5+6=21. Asoma
das faces visiveis é entao igual a 1
6x21=126 —(a soma das faces escondidas). Logo, para que a soma
das faces visiveis seja maxima, devemos posicionar os cubos de modo
que a soma dos numeros das faces escondidas seja minima. Vamos 4|5 |6
minimizar essa soma considerando um cubo de cada vez, de acordo
com a numeragao da figura ao lado.
e Cubo 1: ha apenas uma face escondida, que deve ser a de numero 1.
e Cubos 2 e 4: em cada um ha trés faces escondidas. Dessas faces, duas sao opostas e somam 7; a
terceira face deve ser a de numero 1. A soma dessas faces ¢ 2x(1+7)=16.
e Cubos3 e 6: em cada um ha duas faces vizinhas escondidas, que devem ser as de numero 1 e 2
(como esses numeros nao somam 7, as faces correspondentes ndo sao opostas, logo sao
adjacentes). Essas faces somam 2x(1+2)=6.

e Cubo 5: ha dois pares de faces opostas escondidas, que somam 14.
Logo, a soma maxima possivel € 126 - (1+16+6+14)=126-37 =89 .

QUESTAO 5

ALTERNATIVA A

Vamos chamar de ¢ e L, respectivamente, os lados do quadrado menor e do
quadrado maior, e de Q a area comum aos dois quadrados. Entdo Q
corresponde a 100-52=48% da area do quadrado menor e a 100—-73 =27%

48 27

da 4rea do quadrado maior. Segue que —/=—I[*> : logo
100 100 529
(Y 27 9 (3Y 0.3
—| ==——==-—==|—-| ,ouseja, —=—.
L 48 16 \4 L 4
QUESTAO 6
ALTERNATIVA E

Seja r o raio comum das circunferéncias. Unindo os centros A, D e G
de trés das circunferéncias, como na figura ao lado, e lembrando que
a reta que passa pelos centros de duas circunferéncias tangentes <>

passa também pelo ponto de tangéncia, vemos que o tridngulo ADG I

€ equilatero, pois todos seus lados medem 2r . Logo todos seus Q@»

angulos medem 60° em particular, o dngulo central BAC mede 60°.
Segue que o arco preto BC corresponde ao angulo central de

60°:%><360°, ou seja, esse arco mede % do comprimento da

. . .1 1. _ .
circunferéncia, que é EX1=E’ esse também é o comprimento do

arco preto EF. Ja o arco preto BE corresponde a um angulo central de 120° seu comprimento é entdo

duas vezes o de um arco correspondente a 60°, ou seja, € 2><% :%, que é também o comprimento do

arco preto CF. Desse modo, o comprimento total dos arcos pretos é 2x%+2x%=1; como a soma dos

comprimentos das circunferéncias € 4, o comprimento dos arcos vermelhos ¢ 4—-1=3.
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QUESTAO 7

ALTERNATIVAD

A primeira marca da roda dianteira sera deixada a uma A JEEEEEEER jEENEEEEN

distancia de 507 da faixa de tinta, ou seja, quando esta roda I EEERER I E = =
. . N . ~ EEEEEERN EEEEEEN

girar toda a sua circunferéncia; as demais marcas serao

espacgadas pela mesma distancia. Esta observagdo eliminaas cjge e eEEEED) gEEEEEE N

alternativas (A) e (B). A mesma observagao se aplica as rodas I E = N I u u

traseiras, nesse caso com o espagamento de 20rx; em SEEEEESR EEEEEEN

particular, o espacamento entre as marcas da roda dianteira &€ g [ | [ |
igual a 2,5 vezes o espagamento entre as marcas das rodas EEEEEEN
traseiras, o que elimina as alternativas (C) e (E) (e também = =

(A)). Segue que a alternativa correta € (D); observamos que
ela obedece a todas as condi¢des acima.

QUESTAO 8
ALTERNATIVA C
Na tabela abaixo mostramos os restos da divisao das notas por 3 e por 4

7580|8486 |95

resto da divisaopor3 |0 (2 |0 |2 |2
resto da divisaopor4 |3 |0 |0 |2 |3

Como a média das trés primeiras notas € um numero inteiro, vemos que a soma das trés primeiras notas é
um multiplo de 3. A consulta a tabela mostra que a Unica maneira de somar trés restos na primeira linha de
modo a obter um multiplo de 3 corresponde as notas 80, 86 e 95; logo, essas foram (ndo necessariamente
nessa ordem) as trés primeiras notas. De modo analogo, o fato de que a soma das quatro primeiras notas
€ um multiplo de 4 mostra que essas notas devem ser 75, 86, 95 e uma entre 80 ou 84, que correspondem
a unica maneira possivel de somar quatro numeros da segunda linha e obter um multiplo de 4. Mas ja
sabemos que 80 é uma das trés primeiras notas; logo as quatro primeiras notas foram 75, 80, 86 € 95 e a
ultima nota foi 84.
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QUESTAO 9
ALTERNATIVAD

Consideremos primeiro os quatro pontos destacados na figura ao

lado.
[ ]

Ponto P: Encontro da reta dada com o eixo y. Ele nos informa
que se lara resolver gastar os R$ 10,00 s6 com chocolate ela
comprara um pouco menos de 2 kg de chocolate.

Ponto S: Encontro da reta com o eixo x. Ele nos informa que
se lara quiser gastar tudo em agucar ela comprara um pouco
mais do que 3 kg de agucar.

Ponto R: Encontro da reta dada com a reta y = x . Este ponto nos informa que lara pode comprar

quantidades iguais de agucar e chocolate. Notamos que, para qualquer outro ponto da reta dada,
as quantidades de agucar e chocolate serao diferentes.
Ponto Q: Encontro da reta dada com a reta y =2x. Este ponto indica a Unica situagcdo em que a

quantidade de chocolate é o dobro da quantidade de agucar.

chocolate

acucar

Vamos agora as opgoes.

Falsa: para pontos entre P e R ocorre exatamente o contrario, ou seja, a quantidade de chocolate
supera a quantidade de agucar.

Falsa: no ponto R as quantidades sao iguais.

Falsa: por exemplo, no ponto S todo o dinheiro seria gasto em agucar. Logo, ndo se pode afirmar
que Elisa gastou mais dinheiro em chocolate do que em agucar.

Verdadeira: como com R$10,00 lara pode comprar um pouco mais do que 3 kg de aglicar ou um

10
pouco menos do que 2 kg de chocolate, segue que o quilo do chocolate custa mais que ?=5

, , . 10 .
reais e o quilo de aglicar menos que 3 < 3,4 reais.

Falsa: a quantidade de chocolate s6 corresponde ao dobro da quantidade de agucar no ponto Q.
Portanto, ndo se pode afirmar que isso ocorre.

QUESTAO 10

ALTERNATIVA E
Suponhamos que a escada tenha comprimento AB=Xx. Na

figura,
dos pontos A e C apo6s o movimento. Como C é o ponto médio
de AB, o triangulo ABD ¢é isosceles com AB=x-2 e _

AD =

entao

os pontos A, e D indicam, respectivamente, as posicoes

Bng. A distancia h=DE do ponto D ao chdo pode

2 2
ser calculada pelo teorema de Pitagoras como hz\/(g) —(%zj =+/x—1. No problema, temos

Xx=290 cm e entdo h=+/289 =17 cm.
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QUESTAO 11

ALTERNATIVA A

Vamos dividir os possiveis horarios de Ana em dois casos: (1) se ela tem aula aos sabados e (2) se ela
nao tem aula aos sabados.

No caso (1), ela deve escolher sua aula de sabado (3 possibilidades) e depois sua aula a tarde (2
possibilidades) em algum dia de segunda a quinta (4 possibilidades). Temos entdo 3x2x4 =24 horarios
possiveis nesse caso.

No caso (2), ela deve escolher dois dias nao consecutivos da semana (6 possibilidades), escolher um
deles para ter aula pela manha (2 possibilidades; automaticamente, no outro dia escolhido ela tera aula a
tarde), escolher seu horario da manha (3 possibilidades) e seu horario da tarde (2 possibilidades). Temos
entdo 6x2x3x2 =72 horarios possiveis nesse caso.

No total, Ana tem 24 +72 =96 horarios possiveis para fazer suas aulas com as restricbes do enunciado.

QUESTAO 12
ALTERNATIVA D
As figuras abaixo mostram as posigdes relativas das formiguinhas em diferentes intervalos de tempo de Os

a 6s.
1cm;’s 1cm,fs
1cm% lcm
4 1cm/s
lcm;‘s
%- * % %
4—

3 §. $ %
1cm;’5 lem/s
Os a2s 2s a3s 3sads 4s a 6s

e Na primeira figura, observamos que em qualquer instante o ponto de
partida e as formiguinhas formam um tridngulo equilatero; desse
modo, de Os a 2s, a distancia entre as formiguinhas é igual a
distancia percorrida, ou seja, varia em 1cm/s.

e Na segunda figura, vemos que as formiguinhas andam uma em NN
direcdo a outra e que a distancia entre elas decresce em 2cm/s; o1 2 3 4 5 6 °
desse modo, elas vao se encontrar no ponto médio do lado do
triangulo no instante 3s.

¢ Na terceira figura elas ja estdo se afastando a velocidade de 2cm/s.

e Na quarta figura elas estéao retornando ao ponto de partida e, de modo analogo a primeira figura, a
disténcia entre elas decresce em 1cm/s.

Logo, o grafico que melhor representa a distancia entre as duas formigas em funcdo do tempo é o da
alternativa (D).
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QUESTAO 13
ALTERNATIVA B

Na tabela abaixo mostramos como analisar as informag¢des do enunciado. Na primeira linha, supomos que
Bernardo disse a verdade; na segunda, que Guto disse a verdade e na terceira, que Carlos disse a

verdade.
Guto Bernardo
~ . Carlos - .
Néo foi o logo . logo Néo foi o de logo
Foi o meu
meu Guto
. O celular de Guto . O celular de Carlos | disse a O celular de Guto
1 | mentiu mentiu ~ ~
tocou nao tocou verdade nao tocou
disse a O celular de Guto . O celular de Carlos . O celular de Guto
2 ~ mentiu ~ mentiu
verdade nao tocou nao tocou tocou
. O celular de Guto disse a O celular de Carlos . O celular de Guto
3 | mentiu mentiu
tocou verdade tocou tocou

Nas duas primeiras linhas, chega-se a concluséo de que o celular de Guto tanto tocou quanto nao tocou
(em vermelho). Essa contradicdo mostra que o Unico caso possivel € o da terceira linha, ou seja, Carlos
disse a verdade e os celulares de Guto e Carlos tocaram.

QUESTAO 14

ALTERNATIVA B

As probabilidades de obter um quadrado cinza, um circulo branco ou um circulo
1

preto em um langamento desse dado sao, respectivamente, 2:1 2:1 e —. A

62’63.6’©<>

probabilidade de obter dois simbolos iguais em dois langamentos consecutivos é

111111147
—X—F=X—+— —;

S|10|©
o

entao

segue que a probabilidade de obter dois

3 3 6 6 36 18’
7 11
simbolos distintos é 1— )
18 18

Uma segunda solugdo é como segue. Os mesmos dois simbolos distintos podem ser obtidos de duas
maneiras diferentes em langamentos consecutivos. Logo, a probabilidade de obtermos um quadrado cinza

1.1 1
€ um circulo branco é 2><§><§ = 3 a probabilidade de obtermos um quadrado cinza e um circulo preto é

1.1 1 1.1 1
2X—X—= 5 e a probabilidade de obtermos um circulo branco e um circulo preto & 2X§XE = 9 Assim, a

2 6
11 1. M
probabilidade de obtermos dois simbolos diferentes em langamentos consecutivos é 3 +— 5 +— 9" 18"
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QUESTAO 15

ALTERNATIVA D

Observamos no grafico que a distancia total percorrida por Claudia, e
também por Adilson, é de 25 km (Claudia em 4 horas e Adilson em 5
horas). Logo, para determinar o horario do encontro entre eles, devemos 24
determinar em que momento a soma das distancias percorridas é igual a

25 km. Os pontos assinalados no grafico mostram que as 11 horas "

km

25

Claudia

'
Claudia e Adilson haviam percorrido, respectivamente, 20 km e 5 km; ;| 1 Aditson
logo, foi nesse horario que eles se encontraram. .
56
0 Py s
~ 8 0 11 12 13 B
QUESTAO 16
ALTERNATIVA C
Os triangulos ADF e DEB sao semelhantes por terem lados paralelos. A razéo c
entre suas areas € o quadrado da razdo de semelhanga; como E:[E]Z
. 9 3 .
segue que essa razdo € 3 Como DECF é um paralelogramo, temos E
AF _AF 4
CF=ED e dai — . Os triangulos ABC e ADF sao semelhantes; A
CF ED 3°
AC AF+CF CF 3 7 A D B
sua razédo de semelhanga é —=——=1+—=1+—=—. Logo, a area
AF AF AF 4 4

2
do triangulo ABC é [%} x16=49 e aareade DECFé 49—-(16+9)=24.

Uma segunda solugdo, que mostra um interessante fato geral, é a seguinte. Os tridngulos ADF, DBE e
ABC sé&o semelhantes por terem lados paralelos. Sejam A, A, e A, respectivamente, suas areas. Temos

\/7+\/A72 AD + DB

/A /
= =1.
entao y AB ) AB ; somando essas igualdades, obtemos A B Portanto,

(\/7+\/7) A1+A2+2\/7\/A7 e entdo a area de DECF é A +A, +2\/7\/7 (A +A)= 2\/7

Ou seja, a area do paralelogramo DECF é o dobro da média geométrica das areas dos triangulos ADF e
DBE. No nosso problema temos A =16 e A =9, logo a area de DECF ¢ 24169 =24.

QUESTAO 17
ALTERNATIVA A
Chamemos de n,0 numero de maneiras diferentes que Paulo pode pintar a B
bandeira, de acordo com as condi¢cbes do enunciado, usando pelo menos 3 Aq

cores dentre as 4 cores disponiveis, e de n,0 numero de maneiras diferentes C
que Paulo pode pintar a bandeira usando 3 cores diferentes, dentre as 4 que
ele dispbe. A resposta ao nosso problema sera n=n, —n, .

Vamos supor que Paulo pinte a bandeira na sequéncia AB,C,C,B,A,. Pelo principio multiplicativo, temos
n,=4x3x2x3x3x2=432. Por outro lado, para cada trio de cores diferentes temos

3x2x1x2x2x1=24 maneiras diferentes de pintar a bandeira. Como Paulo tem 4 maneiras diferentes de
escolher trios de cores diferentes, temos que n, =4x24=96.Logo n=432-96=336.
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QUESTAO 18

ALTERNATIVA D

Vamos representar o niumero de salas e o nUmero de alunos da Escola Municipal de Pirajuba, no ano de
2011, respectivamente, por s e por a (observe que o valor de a € 0 mesmo para os anos de 2011, 2012 e

2013). Como o numero de alunos por sala nos anos de 2011 e 2012 é o mesmo, temos a =§—6 ou,

s+5 s
equivalentemente, 6s® +30s =5a. Analogamente, como nimero de alunos por sala nos anos de 2012 e
a a
2013 também ¢é o mesmo, temos =——-5, ou seja s*+15s+50=a. Logo
s+10 s+5

65 +30s = 5(s%+15s +50) e concluimos que o numero s de salas satisfaz a equagdo s*-45s-250=0,
cujas solugdes sdo s=50 e s=-5.Como s>0, temos s=50. Logo, o nimero total de alunos da escola
é a=50%+15x50+50=3300.

~ . 1 a
Outra solugao envolve considerar a média m =— de alunos por sala em 2011; observamos que a=ms.
S

Da informacgéo do enunciado sobre 2012 tiramos m—6 = a 5 ou seja, a=(m—-6)(s+95); a informagao

sobre 2013 é m—-11= , ou seja, a=(m-11)(s+10). Temos entdo as equagdes ms=(m—-6)(S+5)

s+10
e ms=(m-11)(s+10), que nos dao o sistema linear

5m-6s=30
10m-11s=110

cuja solugédo ¢ s=50 e m=63. O numero de alunos da escola é entdo a=ms=63x50=23300
(agradecemos ao professor José Luiz dos Santos por sugerir esta solugéo).
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QUESTAO 19

ALTERNATIVA B <

Sejam r e R, respectivamente, os raios das circunferéncias menor e maior, e S o

centro da circunferéncia menor. Notamos primeiro que 3cm —
2r=PB=AB-4=2R -4, donde tiramos R=r+2. No tridngulo retangulo Q <

SOQ temos SQ=r, OQ=0C-3=R-3=r-1e OS=0B-SB=R-r=2.0 | B

teorema de Pitagoras nos da r’=(r-1°+2°=r>-2r+5 e segue que 2r=5,

ou seja, r:g:2,5.

QUESTAO 20

ALTERNATIVA E

Observamos inicialmente que em qualquer quadradinho, quando o numero de trocas de cor € um multiplo
de 3, voltamos a cor original. Assim, para saber, em qualquer momento, qual a cor de um quadradinho,
basta conhecer o resto na divisdo por 3 do numero de trocas de cor. Para isso, identificamos cada
quadradinho cinza com o numero 0 (o que significa que o numero de trocas de cor tem resto 0 na divisao
por 3, ou seja, a cor pode nao ter sido trocada ou foi trocada em um numero multiplo de 3); identificamos
um quadradinho azulcom o numero 1 (o que significa que o numero de trocas de cor tem resto 1 na divisao
por 3); e, finalmente, identificamos um quadradinho amarelo com o niumero 2 (0 numero de trocas de cor
tem resto 2 na divisao por 3).

Observamos agora que, sempre que trocamos a cor de um quadradinho da primeira ou da terceira coluna,
trocamos também a cor do quadradinho a seu lado na coluna do meio. Portanto, a soma do numero de
trocas de cor dos quadradinhos de uma mesma linha, que estdo na primeira e terceira colunas, é igual ao
numero de trocas de cor do quadradinho da coluna do meio que esta nesta mesma linha. Em particular, o
resto da divisdo do numero de trocas de um quadradinho da coluna do meio por 3 ¢é igual ao resto da
divisdo por 3 da soma dos restos das divisdes por 3 do numero de trocas de cores dos quadradinhos
vizinhos que estdo na primeira e na terceira coluna da mesma linha. Comentario analogo vale para os
quadradinhos da linha do meio. Essas observagdes nos permitem reconstruir o quadriculado completo,
conforme a figura abaixo.

2 2|2 21210
1|0 =[1]l0|2|>|1|/0]|2
211 2 2

O problema nao acaba aqui, pois ainda ndo mostramos que esse quadriculado pode, de fato, ser obtido
por uma sequéncia de Ad&o. Que isso de fato acontece pode ser visto abaixo.




