N (UNTTZ 6 OLIMPIADA BRASILEIRA
/ \ 233 DE MATEMATICA
> DAS ESCOLAS PUBLICAS
' ' ) | 0BMEP 2010
' Cole aqui a etiqueta com os dados do aluno. ' Somando novos talentos para o Brasil
I I
[ [ T I
l , Nive
\ / Ensino Médio
~ g 22 FASE — 11 de setembro de 2010
Nome completo do aluno
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Endereco eletréonico (email) DDD Telefone
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Parabéns pelo seu desempenho na 12 Fase da OBMEP. E com grande satisfagdo que contamos
agora com sua participagdo na 22 Fase. Desejamos que vocé faga uma boa prova e que ela seja
um estimulo para aumentar seu gosto e sua alegria em estudar Matematica.

Um abrago da Equipe da OBMEP!

INSTRUGOES

1.

Verifique se os dados da etiqueta desta prova estéo corretos. Caso as infor-
magdes nao estejam corretas, comunique o erro ao fiscal imediatamente.
Preencha cuidadosamente todos os seus dados no quadro acima.
Utilize letra de forma, colocando uma letra/digito em cada quadradinho
e deixando um espaco em branco entre cada palavra.

Lembre-se de assinar o quadro acima e a lista de presenca.

A prova pode ser feita a lapis ou a caneta.

A duragdo da prova é de 3 horas. Vocé sé podera deixar a sala
de prova 45 minutos apos o inicio da prova. Ao terminar a prova,
entregue-a ao aplicador.

10.
11.

A solugéo de cada questao deve ser escrita na pagina reservada para
ela, de maneira organizada e legivel. Evite escrever as solugdes na
folha de rascunho.

Na corregcdo serdo considerados todos os raciocinios que vocé
apresentar. Tente resolver o maior nimero possivel de itens de todas
as questdes.

Respostas sem justificativas ndo serdo consideradas na corregéao.
Nao é permitido o uso de instrumentos de desenho, calculadoras ou
qualquer fonte de consulta.

N&o é permitido comunicar-se com outras pessoas, além do aplicador.
N&o escreva nos espagos sombreados.

A palavra é o meu dominio sobre o mundo.”

i

_—

Homenagem da OBMEP a grande escritora Clarice Lispector.
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1. Uma calculadora diferente tem apenas as teclas numéricas de 0 a 9 e duas teclas especiais
A e B. Quando a tecla A é apertada, o niumero que aparece no visor € elevado ao quadrado;
quando a tecla B é apertada, soma-se 3 ao numero que aparece no visor. Nessa calculadora é
possivel obter 22 a partir do 1 apertando as teclas A e B na ordem BABB, como ilustrado abaixo:

1—B8 4 A y16—8 5198 20

a) Com o 3 no visor, qual € o nimero que vai aparecer apertando as teclas A e B na ordem
BBAB?

b) Mostre como obter 55 a partir do 1 usando as teclas Ae B .

c) Explique por que ndo é possivel obter 54 a partir do 2 usando as teclas A e B.

TOTAL
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2. Gabriel desenha quadrados divididos em nove casas e escreve os numeros naturais de 1 a 9,
: ) . 3|18
um em cada casa. Em seguida, ele calcula a soma dos numeros de cada linha e de cada coluna. A
figura mostra um dos quadrados do Gabriel; observe que a soma dos nimeros da terceira linha é 1112
5+8+2=15 e a soma dos numeros da segunda coluna é 9+7 +8 =24 . Nesse exemplo, as seis
somas sdo 6, 12, 15, 15, 18 e 24. 2115
15 24 6

a) Gabriel preencheu um quadrado e fez apenas cinco somas: 9, 13, 14, 17 e 18. Qual é a soma que
esta faltando?

| |
b) Explique por que ndo é possivel que, em um quadrado do Gabriel, todas as somas sejam numeros pares.

c) Preencha o quadrado de modo que as somas sejam 7, 13, 14, 16, 18 e 22.

TOTAL
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3. Afigura ilustra o funcionamento de uma porta de garagem, representada pelo segmento XY. Ao mover
o ponto X, o ponto A desliza por um trilho vertical, representado pelo segmento BD. Algumas das medidas
na figura sdo AC=BC=CY =0,5me AX =1m.

a) Na figura abaixo, o ponto X esta a 0,2m do trilho BD. Qual ¢é a distancia de C ao trilho?

b) Mostre que a altura do ponto Y com relagéo ao chao néo se altera com o movimento da porta.

| |
c) Se o para-choque de um carro tem altura de 0,4 m, como na figura, qual deve ser a distdncia minima entre o trilho e o
para-choque para que ele nio seja atingido ao abrir a porta?

TOTAL
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4. No jogo Arrasta Um usa-se um tabuleiro quadriculado e pecas redondas, uma preta e as outras brancas. Coloca-se
uma peca em cada casa do tabuleiro, exceto em uma que é deixada vazia. Um movimento consiste em deslocar para a
casa vazia a pega de uma casa adjacente. O jogo termina quando a pecga preta chega ao canto superior direito do tabuleiro.
Veja um exemplo de como terminar o Arrasta Um em quatro movimentos em um tabuleiro 2x2.

O 90 e @ O
@0 [ -© O OO OO

posicao inicial posicgao final

Esta sequéncia de movimentos pode ser descrita por (T, «<,4,—).

a) Descreva como terminar o Arrasta Um em seis movimentos no tabuleiro 3x3 abaixo.

QOO
| |®
QOO

b) Descreva como terminar o Arrasta Um em dez movimentos no tabuleiro 3x3 abaixo.

QOO
OO
| |O|@

c) Mostre que em um tabuleiro nxn , como na figura, é possivel terminar o Arrasta Um em 6n-8 movimentos.

Doe
OO
R,

OO0

OO
oG
o

TOTAL
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5. André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles. Para isso, colocaram
trés bolas brancas e uma preta em uma caixa e combinaram que, em ordem alfabética de
seus nomes, cada um tiraria uma bola, sem devolvé-la a caixa. Aquele que tirasse a bola preta
ganharia o livro.

a) Qual é a probabilidade de André ganhar o livro?

b) Qual é a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

| |
Para sortear outro livro, André sugeriu usar duas bolas pretas e seis brancas. Como antes, o primeiro que tirasse uma bola

preta ganharia o livro; se as primeiras quatro bolas fossem brancas, eles continuariam a retirar bolas, na mesma ordem.
Nesse novo sorteio:

¢) Qual é a probabilidade de André ganhar o livro?

d) Qual é a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

TOTAL
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6. Uma formiguinha fez um passeio em um plano que contém dois pontos

fixos A e B. O grafico em linha cheia representa a distancia da formiga a0~ 74.. &%~ ... Distanca
ponto A, em fungdo do tempo, entre os instantes t=0 e t=9;0grafico | \@og) oponen 2
em linha tracejada da a mesma informagao com relagcdo ao ponto B. Por
exemplo, no instante t=7 a distancia da formiga ao ponto Aera5eao 8 57 T o S
ponto B era 3. =/ S 40 S N
Az
S R S
a) Em que instantes a formiguinha se encontrava a mesma distancia de A ' Distancia
edeB? 2 X a0 ponto B
1
7 8 9

b) Qual é a distancia entre A e B?

c) Entre que instantes a formiguinha estava sobre a reta que passa por A e B?

d) Qual foi o comprimento do trajeto percorrido pela formiguinha entre os instantes t=0 e t=9?

TOTAL







